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技 应 用 软件 之 
30 多 个 面向 不 
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算 机 辅助 设计 与 分 析 、 算 法 研究 和 应 




















许多 用 户 ,许多 高 校 
还 专门 设立 了 Matlab 讨论 

Matlab 最 初 用 于 自动 控制 
科 领 域 权 威 人 士 所 编写 的 实 上 
所 谓 工 具 箱 , 其 实 是 一 组 一 组 的 
制 、 系 统 辨 识 ` 非 线性 控制 、 模 糊 
工程 技术 学 科 的 内 容 , 非常 实用 。 
经 典 控制 系统 的 设计 














区 。 








系统 的 



























































方法 , 以 帮助 用 
用 户 们 一 点 帮 


户 更 好 
肋 , 让 大 











工程 篇 , 共 涉 及 17 个 工具 箱 。 





信息 工程 篇 包括 信号 处 理工 具 箱 ( Signal Processing Toolbox) 、 柜 
cessing Toolbox) .通信 工具 箱 ( Communications Toolbox) 


陆续 开设 了 有 关 Matlab 的 课程 , 清华 大 学 、 华 中 理 了 


辅助 设计 , 而 后 采用 了 开 
区 成 了 一 系列 规模 庞 人 、 履 盖 
函数 ,包括 了 通信 系统 、 信 号 处 理 、 
控制 神经 网 络 ` 优 化 理论 、 样 条 \ 商 用 统计 分 析 等 等 大 量 坝 代 
至 今 
上 , 很 少 涉及 Matlab 工具 箱 , 致使 大 多 数 Matlab 





程序 , 天 


用 过 程 中 ,我 们 感觉 Matlab 脚本 式 的 ; 
握 Matlab 及 其 工具 箱 中 大 量 函 数 的 功能 
本 套 书 的 目的 就 是 希望 通过 详尽 
更 快 地 理解 .掌握 和 使 用 Matlab 及 其 
家 在 学 习 和 使 用 过 程 中 少 花 点 力气 ， 
根据 各 个 工具 箱 涉及 的 学 科 领 域 , 该 套 从 书 分 为 3 篇 , 即 信息 工程 篇 .应 上 


序 


的 MathWorks 公司 推出 Matlab,. 到 目前 为 止 . 它 已 发 展 成 为 国 
。 其 强大 的 科学 计算 与 可 视 化 功能 、 简 单 易 用 的 开放 式 可 扩 
领域 而 扩展 的 工具 箱 ( Toolbox) 支持 , 使 得 Matlab 在 许多 学 科 领 域 中 成 为 计 


乐 上 最 优秀 的 科 
展 环 境 以 及 多 达 











开发 的 基本 工具 和 首选 平台 。 在 我 








,Matlab 已 经 拥有 














放 





面 极 广 的 
图 像 处 理 





, 国内 有 关 Matlab 的 书 都 把 内 容 集 


[大 学 等 高 校 的 BBS 上 


生 开 发 的 思想 ,不 断 吸收 各 学 


工具 箱 ( Toolbox) 。 
\ 小 波 分 析 、 鲁 棒 控 








P 在 Matlab 语言 和 




















语言 


法 , 避免 重复 性 






































户 难 以 使 


其 实 不 难 掌握 ,难点 在 于 如 何 
的 劳动 , 尽快 
的 介绍 众多 工具 箱 中 的 函数 功能 及 使 
工具 箱 。 和 希望 这 套 书 能 给 Matlab 


工具 箱 中 
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也 “ 站 在 
































数学 篇 和 控盘 














像 处 理 


[ 具 箱 ( Image Pro- 





、 定 点 运算 工具 箱 ( Fixed - Point Blocks- 


cbD、 小 波 分 析 工 具 箱 ( Wavclct Toolbox) 、 高 阶 谱 分 析 工 具 箱 ( High - Ordcr Spcctral Analysis 
Toolbox) 及 地 理 信息 处 理工 具 箱 ( Mapping ToolBox) 。 











quation 


控制 











数学 篇 包括 统计 工具 箱 ( Statistics Toolbox)、 偏 微分 方程 工具 箱 ( Partial Differential E- 
Toolbox) 、 样 条 工具 箱 ( Spline Toolbox) 及 优化 工具 箱 ( Optimization Toolbox) 。 
工程 篇 包括 系统 辨识 工具 箱 ( System Identification Toolbox) 、 控 制 系统 工具 箱 ( Control 


System Toolbox) 、 鲁 棒 控 制 上 具 箱 ( Robust Control Toolbox) 、 模 型 预测 控制 上 有 具 箱 ( Model Pre- 
dictive Control Toolbox) 、 模 糊 逻 辑 工 具 箱 ( Fuzzy Logic Toolbox) 及 非 线 性 控制 设计 模块 ( Nonlin- 





ear Control Design Blockseb 。 


本 套 丛 书 在 简要 阐明 函数 原理 和 算法 的 基础 上 , 给 出 了 详细 的 函数 使 用 说 明 , 大 部 分 函数 











给 出 了 应 
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实例 。 对 于 理工 科学 生 和 广大 科技 人 员 具 有 重要 的 参考 价值 。 同 时 为 完整 起 见 ， 
仁 录 形式 给 出 了 Matlab 标准 环境 下 的 所 有 函数 的 简单 参考 , 以 供用 户 快速 查询 。 


Matlab 了 








[ 具 箱 涉及 多 个 学 科 的 理论 知识 , 内 容 非 常 丰 富 。 


书 中 出 现 的 错误 和 不 妥 之 处 , 恳请 读者 指正 。 

















于 我 们 水 了 





和 和 时 间 有 限 , 对 于 


编著 者 
1999 年 11 月 


了 中 
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信息 时 代 是 应 用 数学 大 发 展 的 时 代 。 数 学 思想 、 数 学 方法 与 数学 模型 , 随 着 计算 机 的 广泛 
应 用 日 益 渗 透 到 各 个 行业 中 。 尤其 是 一 些 新 兴 的 数学 理论 (统计 学 , 运筹 学 , 优化 理论 , 有 限 
元 方法 、 模 糊 数学 . 样 条 等 ) 已 成 为 社会 生产 、 科 学 实验 .工程 技术 及 经 济 管理 中 不 可 缺少 的 工 
具 。 

本 书 讲述 Matlab 中 属于 应 用 数学 范畴 的 4 个 工具 箱 。 它 们 是 统计 工具 箱 ( Statistics Tool- 
box Ver 2. 1) 、 偏 微分 方程 工具 箱 ( Partial Differential Equation Toolbox Ver 1. 0) 、 样 条 工具 箱 
(Spline Toolbox Ver 2.0) 及 优化 工具 箱 ( Optimization Toolbox Ver 5.0) 。 

统计 工具 箱 能 够 支持 范围 广泛 的 统计 计算 任务 , 提供 强人 的 工程 和 科学 统计 能 力 。 其 主 
要 内 容 包括 : 多 达 20 多 种 的 概率 分 布 、 参 数 估 计 与 假设 检验 、 线 性 模型 与 非 线 性 模型 分 析 、 多 
死 统计 分 析 、 试 验 设 计 以 及 统计 工序 管理 等 。 它 不 仅 提供 了 大 量 的 概率 和 统计 的 数值 计算 上 
数 , 同时 提供 了 许多 交互 式 图 形 工具 函数 以 方便 用 户 分 析 设计 。 
偏 微分 方程 工具 箱 主要 用 于 以 有 限 元 法 求解 偏 微分 方程 的 数值 近似 解 , 它 可 用 于 求解 线 
性 的 椭圆 型 \ 双 曲 型 及 抛物 线 型 偏 微分 方程 ， 以 及 本 征 型 方程 和 简单 的 非 线性 偏 微分 方程 。 
在 提供 大 量 的 计算 函数 以 外 , 其 强大 的 可 视 化 能 力 将 大 大 提高 用 户 的 分 析 能 力 。 

样 条 工具 箱 提供 最 常用 B 形式 和 PP 形式 的 大 量 样 条 计算 函数 , 是 学 习 样 条 和 使 用 样 条 
函数 理想 的 软件 环境 。 

优化 工具 箱 的 内 容 涵盖 线性 与 非 线性 规划 、 二 次 规划 、 多 目标 决策 .最 小 最 大 问题 , 半 无 限 
问题 以 及 最 小 二 乘 与 非 线 性 方程 求解 等 , 并 支持 对 多 种 优化 算法 的 选择 。 
本 书 最 后 还 附 有 Matlab 的 基本 函数 列表 , 供 读者 查询 。 
本 书 第 一 章 由 贺 勇 军 执笔 编写 , 第 二 章 由 张 青 斌 执笔 编写 , 第 三 章 由 刘 志 俭 执笔 编写 , 第 
四 章 和 附录 由 李涛 执笔 编写 。 全 书 由 李涛 统 稿 , 并 由 李涛 、 伯 晓 晨 、 徐 昕 审 校 。 

在 本 书 的 成 稿 过 程 中 , 电子 工业 出 版 社 的 几 位 编辑 在 文稿 的 审阅 .修订 方面 给 我 们 提出 了 
许多 宝贵 的 意见 , 在 此 表示 衷心 的 感谢 。 感 谢 父 母 和 老师 对 我 多 年 来 的 培养 和 教育 。 感 谢 刘 
朝晖 小 姐 , 她 的 关怀 与 帮助 给 我 很 大 的 精神 鼓舞 。 感 谢 所 有 关心 本 书 成 长 的 朋友 们 。 
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第 1 章 ”统计 工具 箱 


第 1 章 ”统计 工具 箱 


(Statistics Toolbox Ver 2.1) 


统计 学 是 数据 处 理 的 科学 和 艺术 , 旨 在 通过 收集 、 分 析 、 解 释 和 表达 数据 来 探求 事物 中 
所 获 含 的 规律 ， 达 到 发 现 新 知识 的 目的 。 随 着 当今 世界 科学 技术 水 平 的 迅 狐 发 展 ， 知 识 经 济 
时 代 日 益 临近 ， 人 们 需要 处 理 越 来 越 多 的 数据 。 因此 ， 统 计 工 作 在 国民 经 济 和 科学 研究 中 的 
应 用 越 来 越 广泛 深入 。Matlab 的 统计 工具 箱 则 为 人 们 提供 了 一 个 强 有 力 的 统计 分 析 工 具 。 


1.1 统计 工具 箱 简介 





统计 工具 箱 是 一 套 建立 于 Matlab 数值 计算 环境 的 统计 分 析 工 具 ， 能 够 支持 范围 广泛 的 
统计 计算 任务 ， 提 供 工程 和 科学 统计 的 基本 能 力 。 其 中 包括 200 多 个 M 文件 〈 函 数 )， 主 要 


支持 以 下 各 方面 的 内 容 。 
，。 概率 分 布 

















提供 了 20 种 概率 分 布 类 型 ， 其 中 包括 连续 分 布 和 离散 分 布 ， 而 且 每 种 


分 布 类 型 均 给 出 5 个 有 用 的 函数 ， 即 概率 密度 函数 、 累 积分 布 函数 、 逆 累积 分 布 函 


数 、 随 机 数 产生 器 和 均值 与 方差 计算 函数 。 


”参数 估计 一 一 依据 特定 分 布 的 原始 数据 ， 可 以 计算 分 布 参数 的 估计 值 及 其 
提供 描述 数据 样本 特征 的 函数 ， 包 括 位 置 和 散布 的 度量 、 分 位 数 估 


， 描述 性 统计 
计 和 处 埋 数据 缺失 情况 的 函数 等 。 











置信 区 间 。 


。 线性 模型 一 一 针对 线性 模型 ， 工 具 箱 提 供 的 函数 涉及 单 因素 方差 分 析 、 双 因素 方差 
分 析 、 多 重 线性 回归 、 逐 步 回归 、 响 应 曲面 预测 和 岭 回 归 等 。 
。 非 线 性 模型 一 一 为 非 线 性 模型 提供 的 函数 涉及 参数 估计 、 多 维 非 线性 拟 合 的 交互 预 


测 和 可 视 化 以 及 参数 和 预计 值 的 置信 区 间 计 算 等 - 


” 假设 检验 一 一 此 间 提 供 最 通用 的 假设 检验 的 函数 : t 检 验 和 z 检验 。 
，* 多 元 统计 一 一 关于 多 元 统计 的 函数 有 主 成 分 分 析 和 线性 判别 分 析 。 











。 统计 绘图 一 一 Matlab 图 形 库 中 添加 了 box 图 、 正 态 概率 





分 位 数 与 分 位 数 图 等 ， 另 外 还 对 多 项 式 拟 合 和 预测 的 支持 进行 扩展 。 


* 统计 工序 管理 
。 试验 设计 一 一 支持 因子 设计 和 D 优化 设计 。 
统计 工具 箱 的 函数 主要 分 为 两 类 : 

* 数值 计算 函数 








“* 交 互 式 图 形 工具 函数 











可 绘制 通用 的 管理 图 和 进行 工序 性 能 的 研究 。 
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前 一 类 工具 由 一 些 函 数组 成 ， 可 以 通过 命令 行 或 自己 的 应 用 程序 来 调用 这 些 函 数 。 其 中 
很 多 函数 为 Matlab 的 M 文件 ， 这 些 文件 由 一 系列 实现 特殊 统计 算法 的 语句 构成 。 可 使 用 下 
述 诸 句 查 看 这 些 数 的 代 人 把: 

type _ function_name 

也 可 以 将 M 文件 拷贝 下 来 , 然后 进行 修改 , 形成 按 您 所 需要 的 算法 进行 计算 的 M 文件 ， 
并 将 其 添加 到 工具 箱 中 。 

工具 箱 所 提供 的 后 一 类 工具 是 一 些 能 够 通过 图 形 用 户 界 面 (GUI) 来 使 用 的 交互 式 图 形 
工具 。 这 些 基 于 GUI 的 工具 同时 也 为 多 项 式 拟 合 和 预测 以 及 概率 函数 开发 提供 环境 。 

文中 的 函数 参考 或 详解 中 包含 各 类 函数 使 用 的 具体 信息 。 对 函数 的 描述 包括 函数 调用 格 
式 、 参 数 选项 以 及 操作 符 的 完整 说 明 。 许 多 函数 说 明 中 包括 示例 、 函 数 算法 的 说 明 以 及 附加 
阅读 材料 的 参考 等 等 。 

另外 ， 统 计 工具 箱 中 的 函数 所 采用 的 数学 符号 符合 以 下 惯例 : 

有 线性 模型 中 的 参数 


CD) x 的 期 望 值 ，E(x) = rd 


Jaxla.D) 概率 密度 函数 (x 为 独立 变量 ，a、b 为 固定 参数 ) 
Frla.D) 累积 分 布 函数 
7([a.D) 指示 (Indicator) 函数 
P 和 4 为 事件 发 生 的 概率 ， 
4 为 事件 不 发 生 的 概率 ， 故 4=1- 忆 








1.2 概率 分 布 及 函数 总 览 






随机 变量 的 统计 行为 完全 决定 于 其 概率 分 布 。 随 机 变量 的 概率 分 布 可 以 分 为 连续 型 、 离 
散 型 和 奇异 型 三 大 类 。 而 P 遇 到 的 随机 变量 都 是 离散 型 、 连 续 型 或 离散 -连续 型 的 ， 奇 
异型 随机 变量 一 般 只 在 理论 研究 中 出 现 。 

统计 工具 箱 中 提供 的 概率 分 布 为 连续 分 布 或 离散 分 布 ， 共 20 种 ， 见 表 1.2.1。 

表 1.2.1 概率 分 布 分 类 表 
数据 连续 分 布 统计 量 连续 分 布 
(Continuous) (Continuous) (Discrete) 

Beta(B 分 布 ) Chi-square ( X 分 布 ) Binomial( 二 项 分 布 ) 

Exponential Noncentral Chi-square Discrete Uniform 


(指数 分 布 ) 人 非 中 心 所 分 布 ) (离散 均匀 分 布 ) 
Gamma(Y 分 布 ) FF 分布 ) Geometric( 儿 们 分 布 ) 











Losgnormal Noncentml 下 Hypergeometric 


(对 数 正 态 分 布 ) 人 非 中 心 F 分布) ( 超 几何 分 布 ) 
Sudenrst Negative Binomial 
( 正 态 (高 期) 分 布 ) (学 生 ( 分 布 ) ( 负 二 项 分 布 ) 
Rayleigh( 瑞 利 分 布 ) Noncentralt ( 非 中 心 上 分 布 ) Poisson( 泊 松 分 布 ) 
Uniform( 均 匀 分 布 ) 一 

Weibull( 威 布尔 分 布 ) E 




















Matlab 为 每 种 概率 分 布 提供 五 类 函数 : 
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“ 概率 密度 函数 (pdf) 
“累积 分 布 函数 〈cdf) 
* 逆 崇 积分 布 函 数 
*。 随 仙 数 产生 器 
- 均值 和 方差 


1.2.1 概率 密度 函数 


对 于 离散 分 布 和 连续 分 布 ， 其 相应 的 概 兴 密 度 函 数 pdf (Probability Density Function) 


有 各 自 不 同 的 含义 。 


” 离散 型 随机 变量 : 它 是 只 有 有 穷 个 或 可 数 个 可 能 值 的 随机 变量 ， 其 概率 密度 函数 是 


观察 到 某 一 特定 值 的 概率 。 


。 连续 型 随机 变量 : 如 果 存 在 一 非 负 函数 P(x) > 0 ， 使 对 于 任意 实数 < ，X 在 区 


间 (c. 包 上 的 取 值 的 概率 为 
Pfla< 和 > 由 = pw 
则 函数 P(x) 称 作 X 的 概率 密度 函数 ， 它 满足 
全 pepuw=l 


与 离散 分 布 的 pdf 不 同 ， 其 观察 到 某 一 特定 值 的 概率 为 零 。 
pdf 具有 两 种 性 质 : 
* 对 于 每 个 可 能 的 结果 pdf 为 零 或 一 正 数 ;， 
"pdf 对 整个 区 间 的 积分 为 1。 
pdf 并 非 单一 函数 ， 而 是 由 一 个 或 多 个 参数 所 表征 的 函数 族 。 
数值 ， 此 函数 才 唯 一 确定 。 
在 统计 工具 箱 中 ， 对 每 种 分 布 的 pdf 函数 进行 调用 的 格式 是 统 
表 1.2.2。 
下 面 以 正 态 分 布 为 例 ， 说 明 pdf 函数 调用 方法 。 
举例 : 
x=[-3:0.5:3]7 
= normpdft(x,0,1)7 
十; 二 
Columns 1 through 7 
0.0044 0.0175 0.0540 0.1295 
0.3521 0.3989 
Columns 8 through 13 


- 旦 选 定 (或 估计 ) 了 参 


-的 ， 具 体 调用 格式 参见 


0.2420 


0.3521 “0.2420 0.1295 “0.0540 0.0175 0.0044 
pdf 函数 中 的 第 一 个 参数 提供 所 要 计算 其 概率 密度 的 点 集 ( 自 变量 习 ; 其 他 参数 提供 能 够 
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唯一 确定 分 布 的 参数 值 ， 正 态 分 布 需要 两 个 参数 : 位 置 参数 〈 均 值 上 4 ) 和 散 度 参数 (标准 差 
o)。 上 例 中 ， 计 算 结果 变量 / 则 包含 了 由 参数 0 和 1(4 =0， “三 1) 所 确定 的 正 态 分 布 函数 
在 x 芭 值 上 的 概率 密度 。 
在 函数 调用 时 ， 其 中 的 参数 可 能 是 你 量 ( 即 数量 )、 矢 量 或 矩阵 ， 因 此 在 给 定 参 数 时 ， 需 
要 注意 这 些 参量 的 区 度 (或 称 尺 寸 、 大 小 等 ) 应 该 相 匹配 。 例 如 ， 分 布 的 pdf 函数 调用 : P= 
betacdf(X, 人 ,B)。 其 中 ，X、A 和 B 的 长 度 要 么 相同 (如 ， 它 们 都 是 单个 标量 ， 或 都 为 包含 N 
个 元 素 的 矢量 或 NXM 个 元 素 的 矩阵 ): 要 么 ,其 中 有 的 参数 (假设 为 X) 是 单个 标量 ， 而 其 他 
参量 为 矢量 或 矩阵 ， 则 Matlab 自动 将 X 扩展 为 与 其 他 参量 相同 长 度 的 矢量 或 矩阵 ， 此 矢量 
或 矩阵 的 元 素 均 为 常量 X 的 值 。 我 们 称 这 种 自动 操作 方式 为 矢量 扩展 规则 。 
举例 : 
a=[0.5,0.5]7 
b=[0.5,1]7 
c=[0.5,1]7 
Y=betapdf (avbvc) 








Y = 
0.6366 1.0000 
| 


0.5000 1.0000 
2.0000 4.0000 
= betapdf (0.5，a，a) 
Y = 
0.6366 1.0000 
1.5000 2.1875 
在 其 他 类 似 函 数 中 ， 也 通常 采用 矢量 扩展 规则 对 各 参量 进行 操作 。 以 后 不 再 一 一 獒 述 。 
除了 表 1.2.2 中 列 出 的 特定 分 布 的 pdf 函数 外 ,统计 工具 箱 还 给 出 了 通用 的 pdf 调用 函数 ， 
函数 名 即 为 pdf。 


印 印 


必 


*， pdf 

功能 : 可 选 分 布 的 通用 人 慑 率 密度 函数 。 

格式 : 了 = pdf(name',X,Al,A2,A3) 

说 明 : Y = pdf(name'X,Al,A2,A3) 提 供 了 求 取 统 计 工 具 箱 中 任 一 分 布 的 概率 密度 值 功 
能 。 其 中 ， “name” 为 特定 分 布 的 名 称 ， 如 “Normal”、“Gamma” 等 。X 为 分 布 
函数 的 自 变量 x 的 取 值 矩阵 ， 而 Al、A2、A3 分 别 为 相应 的 分 布 参数 值 。 注 意 : 
由 于 各 种 分 布 所 含 参数 不 同 ，A1、A2、A3 的 含义 各 不 相同 ， 也 并 不 一 定 都 是 必 
须 的 ， 对 于 任 一 分 布 ，AL、A2、A3 的 值 具体 如 何 给 出 ， 可 参见 相应 分 布 的 特定 
概率 密度 函数 。Y 存放 结果 ， 为 概率 密度 值 矩 阵 。 

举例 ; P = pdf ('Normal' 一 2:2,0,1) 
pb = 
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0.0540 0.2420 0.3989 0.2420 0.0540 
P = pdf('Poisson'v,0:4,1:5) 
了 


0.3679 0.2707 0.2240 0.1954 0.1755 


1.2.2 ”累积 分 布 函数 与 逆 累 积分 布 函数 


连续 型 随机 变量 的 累积 分 布 函数 cdf (Cumulative Distribution Function)， 亦 称 分 布 函数 ， 
完全 取决 于 其 概率 密度 P(x) ， 数 学 表达 式 为 





FCO= 人 pod 
如 果 j 是 概率 密度 函数 ， 则 相应 的 累积 分 布 函 数 (cdf) 天 为 
FOOD=PCX<D=| JoOd (12.2) 


累积 分 布 函数 FCob) 表 示 所 观察 结果 小 于 或 等 于 x 的 概率 。cdf 具有 两 种 性 质 : 

“cdf 值 Foo) 的 范围 为 0 一 1; 

* 如果 y>x, 则 天 (7)> 民 (Or) 。 

道 累积 分布 函 数 icdf (Inverse Cumulative Distribution Function) 返回 给 
下 假设 检验 的 临界 值 ， 实 际 上 是 cdf 的 逆 函 数 。 

在 统计 工具 箱 中 ， 对 每 种 分 布 的 cdf 和 icdf 函数 (名 称 以 inv 结尾 ) 进 行 调用 的 格式 是 统 
一 的 ， 参 见 表 1.2.3。 

另外 ， 工 具 箱 提供 了 通用 的 累积 分 布 函数 cdf 和 逆 累 积分 布 函数 icdf， 说 明 如 下 。 



































吐 
潮 
项 
咕 
草 
贡 
闵 
祝 


*。 cdf，icdf 

功能 : 计算 可 选 分 布 的 累积 分 布 函数 和 逆 累 积分 布 函数 。 

格式 : P= cdf(name',X,Al,A2,A3) 
X=icdf(name',PA1,A2,A3 

说 明 : P = cdf(name',X,Al,A2,A3) 与 pdf 函数 的 区 别 仅 在 于 它 是 计算 某 种 分 布 的 累积 分 
布 函数 值 ， 而 不 是 概率 密度 值 ， 其 他 用 法 与 pdf 函数 相同 。 
X=icdf(name',\PA1L,A2,A3) 为 P= cdf(name',X,Al,A2,A3) 的 道明 数 。 

举例 : P = cdf('Normal' 一 2:2,0,1) 


0.0228 0.1587 0.5000 0.8413 0.9772 
P = cdqf('Poisson',0:5,1:6) 


0.3679 0.4060 0.4232 0.4335 0.4405 0.4457 
X = icdf('Normal',0.1:0.2:0.9,0,1) 
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一 1.2816 一 0.5244 0 0.5244 1.2816 
icdf ('Poisson',0.1:0.2:0.9,1:5) 


1 


世人 六 .5 
参见 : mle, pdf random。 


下 面 说 明正 态 分 布 的 cdf 函数 调用 方法 。 
x = [一 3:0.1:31; 
P = normcdf (x,0,1)7 
其 中 , 变量 p 包含 由 参数 0 和 1 所 确定 的 正 态 分 布 函数 在 x 中 所 取 值 上 的 累积 分 布 函数 
值 。 所 用 参数 含义 与 pdf 函数 类 同 。 
下 面 说 明 连 续 的 累积 分 布 函数 (cdg) 与 其 逆 函 数 (icdf 的 关系 。 
xX = [一 3:0.1:3]) 
Xnew = norminv (normcaf (Xv,0v,1)，0,1)7 
相反 地 ， 进 行 下 述 计算 : 
P= [0.1:0.1:0.9]) 
Pnew = normcadf (norminv(Py,0,1)，0,1) 
请 对 照 一 下 x 与 xnew 和 pp 与 pnew， 可 以 发 现 其 中 的 规律 - 
连续 分 布 中 取 值 点 的 cdf 计算 值 为 0 一 1 的 概率 值 , 这 些 概率 值 的 逆 cdf 则 给 出 其 原来 的 
取 值 点 。 
对 于 离散 分 布 ，cdf 与 其 icdf 的 关系 更 为 复杂 些 。 因 为 很 可 能 不 存在 某 个 值 ( 设 为 x)， 使 
得 x 的 cdf 为 p。 在 这 种 情况 下 ， 其 icdf 返回 使 cdf(x)p 的 第 一 个 值 x”。 如 : 
x= [0:10]7 
Y = binoinv (binocdf (x,10,0.5),10,0.5)7 
请 对 照 一 下 x 与 y。 
以 下 的 命令 说 明了 进行 相反 操作 所 同样 存在 的 问题 。 
P= [0.1:0.2:0.9]; 




















pnew = binocdf (binoinv(p,10,0-5),10,0-5) 
Pnew = 
0.1719 0.3770 0.6230 0.8281 0.9453 
逆 函 数 在 假设 检验 和 产生 置信 区 间 等 工作 中 是 很 有 用 的 。 以 下 给 出 获得 正 态 分 布 的 99 
%% 置 信 区 间 的 方法 。 
P = [0.005 0.995]7 
xX = norminv(Pp,0,1) 
区 运 
二 2333S81 2 55 
变量 x 中 的 值 即 为 给 定 概率 区 问 p 的 条 件 下 , 由 参数 0 和 1 所 确定 的 正 态 分 布 函数 的 逆 
函数 的 结果 ，p(2)- P(D)=0.99。 因 此 ，x 给 出 了 标准 正 态 分 布 的 99% 置 信 区 间 。 
统计 工具 箱 给 出 统一 的 调用 每 种 分 布 的 逆 函 数 的 格式 。 第 一 个 输入 参数 提供 概率 数 集 , 
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其 他 参数 给 出 确定 的 分 布 参数 值 。 


1.2.3 ”随机 数 产生 器 
所 有 分 布 的 随机 数 的 产生 方法 都 始 于 均匀 分 布 随机 数 。 一旦 具备 了 均匀 分 布 随机 数 产生 


器 ， 其 他 分 布 的 随机 数 都 可 使 用 直接 法 、 反 转 (inversion) 法 或 拒绝 (rejection) 法 获得 。 
(1) 随机 数 产生 的 基本 方法 


1 直接 法 (direct) 


直接 法 源 于 分 布 的 定义 。 假 设 产生 二 项 分 布 随机 数 ， 可 以 认为 其 随机 数 就 是 在 习 次 抛 硬 
币 之 后 ， 某 一 面 出 现 的 次 数 (每 次 抛掷 时 ， 此 面 出 现 的 概率 为 站。 如 果 产 生 了 个 均匀 分 布 
随机 数 ， 数 出 大 于 忆 的 次 数 疾 ， 那 么 结果 严 就 是 参数 为 上 和 户 的 二 项 分 布 的 随机 数 。 


2 反 演 法 (inversion) 


反 演 方法 的 理论 基础 在 于 均匀 分 布 与 其 他 连续 分 布 之 间 的 关系 。 假 设 F 为 一 连续 分 布 ， 
其 道 为 严 ;也 是 一 个 均匀 分 布 随机 数 ， 则 严 ( 中 服从 F 分 布 。 因 此 ， 可 将 某 种 分 布 的 逆 函 
数 作用 于 均匀 分 布 的 随机 数 ， 获 得 这 种 分 布 的 随机 数 。 遗 域 的 是 ， 这 种 方法 通常 并 不 是 最 有 
3 拒绝 法 (rejection) 





对 于 某 些 分 布 ， 其 函数 形式 使 得 运用 直接 法 和 反 演 法 来 产生 随机 数 比较 困难 或 费时 较 
多 。 在 这 种 情况 下 ， 拒 绝 法 或 许 能 很 好 地 解决 这 一 问题 。 
若 要 产生 概率 密度 函数 为 的 某 种 分 布 的 随机 数 ， 若 采用 拭 绝 法 ， 首 先 需 找到 另 一 分 布 
密度 函数 s 和 一 个 常数 c， 并 满足 以 下 条 件 : 
OO<cgOOD ,YX (1.2.3) 
然后 通过 以 下 步骤 进行 : 
1， 产 生 概率 密度 为 8(x) 的 G 分 布 的 随机 数 x; 


_c8C0D 
JD 


3， 产 生 一 个 均匀 分 布 随机 数 

4.， 如 果 rx&<1, 返 回 x; 

5 否则 重复 第 1 步 至 第 3 步 - 

为 提高 效率 , 产生 G 分 布 随机 数 的 方法 要 简单 ， 而 且 常 数 c 的 值 要 小 。 友 代 的 期 望 值 为 


2， 设 参数 了 
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(2) 产生 随机 数 的 通用 函数 


在 工具 箱 中 ,提供 了 通用 的 随机 数 产生 男 数 random 和 特定 分 布 的 随机 数 产生 胃 数 (以 md 
结尾 )。 可 以 直接 调用 这 些 函 数 来 获得 所 和 需 的 随 届 数 ， 而 不 必 经 过 (1D) 中 所 述 的 过 程 。 





*” random 
功能 : 产生 可 选 分 布 的 随机 数 。 
格式 : y= random(name'`Al1.A2.A3.m.m 
说 明 : random 函数 产生 统计 工具 箱 中 任 一 分 布 的 随机 数 。 name” 为 相应 分 布 的 名 
称 。A1、A2 和 A3 为 分 布 参数 ， 其 意义 同 pdf 函数 中 的 说 明 。 参 数 m、n 确 
定 了 结果 y 的 数量 ， 如 果 分 布 参数 Al、A2 和 A3 为 标量 ， 则 y 以 mxn 和 拢 阵 
形式 给 出 ; 如果 AL1、A2 和 A3 为 矢量 ， 则 mn 是 可 选 的 ， 但 应 注意 ， 它 们 
所 给 出 的 长 度 或 矩阵 行列 数 必须 与 分 布 参数 的 长 度 相 匹配 。 
举例 : rn = random('Normal'v0,1,2，4) 
5 = 
二 650 .0.0751 :=0v696S5.020591 
0.6268 0.3516 1.6961 1.7971 
rp = random('Poisson',1:6,1,6) 
rp = 
本 


(3) “特定 分 布 的 随机 数 产生 函数 


对 于 20 种 分 布 类 型 ， 每 种 分 布 的 随机 数 都 可 任意 产生 。 函 数 可 以 产生 单个 随机 数 或 随 

机 数 窍 阵 , 这 取决 于 函数 调用 时 所 采用 的 参数 。 所 有 特定 分 布 的 随机 数 产生 函数 列 在 表 1.2.4 
内 。 下 面 说 明 产生 8 分 布 随机 数 的 方法 。 四 条 语句 分 别 给 出 不 同 的 随机 数 。 

看 -二 工 

b = 2; 

c= [.1.5; 12]; 

Qd=[.25 .75; 5 10]; 

m= [23]7 
nrow = 2) 
ncol = 3; 
rl = betarnd(arb) 


0.4469 
r2 = betarnd(cvd) 


N 
1 


0-8931 0.4832 
0.1316 0.2403 


第 1 章 “统计 工具 箱 9 

3 = betarnd(arbrm) 
3 = 一 

0.4196 0.6078 0.1392 

0.0410 0.0723 0.0782 
LI4 = betarnd(avbrnrowrncol) 
4 = 

0.0520 0-3975 0.1284 

0.3891 0.1848 0.5186 


1.2.4 均值 和 方差 


概率 分 布 的 均值 和 方差 是 分 布 参数 的 简单 函数 。 在 统计 工具 箱 中 ， 用 “stat” 结 尾 的 函 


数 可 以 计算 得 到 给 定 参数 的 某 种 分 布 的 均值 和 方差 。 所 有 计算 均值 和 方差 的 函数 见 表 1.2.5- 
下 面 绘制 给 定 参数 后 威 布尔 分 布 的 均值 的 曲线 图 (图 1.2.D。 














X= (0.5:0.1:5)， 

yY= (1:0.04:2); 

[X,Y] = meshgrid(xvy) 7 

2 = weibstat (X,Y) 7 

[c,h] = contour (xyv2, [0.4 0.6 1.0 1.8]) 7; 
clabel(c) 7 





图 1.2.1 威 布尔 分 布 的 均值 曲线 图 
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表 1.2.2 ”概率 密度 函数 (pdf) 


概率 密度 函数 数学 定义 


yY= Jrla. 甩 = 二 er- 总 Uon( 


(0<x<D 


P= betapdf(X.A.B) 


az0.b>0.x 在 [0.] 区 
间 内 取 值 





一 | 于 | ro 
yY=GxlmD)= 上 jP2 To CD 


其 中 ， (二 


Y= binopdf(XJN.P) 


N 为 正 整数 ，P 在 
0.0 区间 内 取 值 





y= Jelm)= 
2 


chi2pdf 


Y=chi2pdf(X.V) 


自由 度 V 为 正 整数 





cxppdf 


Y- cxppdftX.MU) 


Y= pdfCx.VLV2) 


参数 MU 为 工整 数 


参数 V1 和 V2 为 正 整 
数 。X 在 区 问 [0,oco] 
内 取 值 





Y 分布 


1 
X 


(Crla,D= 3 
br(o) 


Y= gampdftX,A.B) 


参数 A 和 B 为 正 整 
数 。X 在 区 间 [0,oo] 
内 取 值 





几何 
分 布 


超 几 何 
分 布 


7=JGelD=pg IooGDO ， 其 中 ， 
4=1-P 


Y= seopdf(X.P) 


Y= hygepdf(CX.M.KJN) 


参数 P 在 区 间 [0.1] 内 
取 值 


参数 M、K、N 为 正 
整数 ; 参数 X 小 
等 于 其 他 参数 值 
数 N 小 于 或 等 于 M 





normpdf 


Y= normpdftX.MU， 
SIGMA) 


参数 SIGMA 为 正 数 





对 数 正 
态 分 布 


lognpdf 


Y=lognpdf(X.MU， 
SIGMA) 





负 二 项 
分 布 


计 区 于 了 
reno| je 1 


其 中 ，g = 1- 忆 


mbinpdf 


Y=nbinpdf(X,R.P) 





非 中 心 
下 分 布 





设 随机 变量 Xp) 有 自由 度 为 太 和 和 非 中 心 
参数 为 wp 的 非 中 心 X2 分 布 ， 好 有 自由 度 
为 户 的 X2 分 布 ， 并 且 (U) 和 Xi 独立 ， 
则 随机 变量 天 = 和 -看 的 分 布 ， 称 作 自 


邓 / 户 


由 度 为 ( 万 , 户 ) 和 非 中 心 参 数 为 A 的 非 中 心 
分 布 








Y= ncfpdf(X.NULNU2， 


DELTA) 





分 子 自由 度 (df) 为 
NU1I、 分 母 自由 度 
(df) 为 NU2、 正 的 
非 中 心 参数 为 
DELTA 





非 中 心 + 
分 布 
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概率 密度 函数 数学 定义 


称 随机 变量 K(L) = 的 分 布 为 自由 


度 为 v 和 非 中 心 参数 为 AL 的 非 中 心 分布， 
如 果 D U-NCAL .D: 2) Xi 服从 自由 度 为 v 


的 Nt2 分 布 ，3)U 与 Nt 独立 - 


统计 工具 箱 


Y=nctpdf(X,VDELTA) 


自由 度 (df) 为 V、 
非 中 心 参数 为 
DELTA 





泊 松 分 
布 


若 随机 变量 Xi ~ NUL:a2)Gi = LA ,v) 相 
互 独立 ， 则 随机 变量 
和 (00O=(XE+A +X2)1az 的 分 布 称 作 
自由 度 为 v 的 非 中 心 X2 分 布 ， 而 
=( 避 +A + 从 )/arz 称 作 分 布 的 非 中 心 
参数 


y= Je) 


poisspdf 


Y=ncx2pdf(X,VDELTA) 


Y= poisspdf(XLAMBDA) 


自由 度 df) 为 V、 
正 非 中 心 参数 为 
DELTA 


参数 LAMBDA (入 ) 
必须 为 正 数 。 参 数 X 





瑞 利 分 
布 


Y= Je 及 = 


Y=raylpdf(X.B) 





?= 7Cxlr)= 


Y=Ipdf(X,V) 


自由 度 V 为 正 整数 





离散 均 


1 
?=JGrIN = 一 人 CD 
大 NO 


Y=unidpdf(XN) 


参数 N 为 正 整数 





7=JGla 有 = Ian 


Y=unifpdf(X,A.B) 


A<B 





威 布尔 
分 布 





?= frla 甩 =abxele-oelo (On 








Y= weibpdf(X.A.B) 





参数 A、B 为 正 数 。 
某 些 文献 中 ， 威 布尔 
函数 


此 时 ，A=1 
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表 1.2.3 ”累积 分 布 函数 (cdf) 与 逆 标 积分 布 函数 (inv) 


逆 累 积分 布 函数 


累积 分 布 函数 数学 定义 函数 调用 格式 名 称 及 调用 格式 


了 


B 分 布 = Frla 儿 = 一 一 
和 |、 Ba 0-D 


betacdf | P= betacdf(X.A.B) | X= betainv(PA.B) 





项 于 | tr | 
| >=FClmD 门 = > (y CD1o (人 binocdf | Y= binocdf(X.N.P) | X= binoinv(YN.P) 
1 


ED 





20 
忆 = mew=| | chi2cdf | P= chi2cdf(X,V) X= chi2inv(PV) 
o 2"2T(w/2) 





和 工 工 
PP=FGr m=[ 一 c7d=1-c- expcdf | P=expcdf(X.MU) pinv(PMU) 
4 





开 分布 、 人 P=fcdfX.VLV2) | X=finv(PVLYV2) 





Y 分 布 PP=Fxla)= gamcdf | P= gamcdf(X,A,B) X =gaminv(PA,B) 


1 
咕 [(a)Jo 
Jar 

FCx1P)= 2 geocdf | Y= geocdfox.P) X= geoinvCYP) 





几何 分 
布 





超 几 何 本 | P=hygecdf(X,M， | X=hygeinv(PM， 
2 人 | P= PFC,KN)= 》 一 全 hygecdf | 


癌 





_ 1 normed | P=normcdftX.MU，| X = norminv(PMU。 
cewo-5 应 | 2 f SIGMA) SIGMA) 





对 数 正 _ 人 
态 分 布 | p= CI)= TD 【一 党 


P= logncdftX,MU， | X= logninv(PMU, 


lognedf | siGMA) SIGMA) 


ETfr+i+I 1 
y= FUxlr' 站 = > ， jgTlo GD | nbincdf | Y=nbinedftX.R.P) | X=nbininv(YR.P) 
1 


7 





Film ,6 一 12 
非 中 心 气 =ncfedf(X.NU1, X= ncfinv(PNU1. 
下 分 布 NU2.DELTA) NU2.DELTA) 


7 (xla,b) 为 参数 为 和 放 的 不 完全 厅 分 布 函数 





旧 中 心 t 本 和 5 P=nctedftXNU、 “| X= nctinv(PNU， 
Fe Te DELTA) DELTA) 





5 
总 5df | P=ncx2cdftXVY 。 | X=ncx2invP, 
RCIwo)s 阳 人 needf | DELTA) VDELTA) 
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瑞 利 分 
布 


昧 积分 布 函数 数学 定义 


Joorn 


PP=FGID=e 


函数 调用 格式 


P= poisscdf(X， 


poissedf | LAMBDA) 


raylcdf | P=rayledftX.B) 


逆 累 积分 布 函数 
名 称 及 调用 格式 


X = poissinv(P， 
LAMBDA) 


X=raylinv(PB) 





学 生 t 
分 布 


P=FCxlmD= 


P=tcdf(X.V) 


X=tinv(PV) 





离散 均 
匀 分 布 


忆 = FIxIN)= 


吓 To 人 (加 


unidcdf 


P= unidcdfX.N) 


X= unidinv(CN) 





连续 均 
匀 分 布 


忆 = Frla. 


Ia 
二 al(2D) 


unifcdf 


P=unifcdf(X,A.B) 


X=unifinv(PN) 





威 布尔 
分 布 





B 分 布 


betamd 


六 = Frla 户 = [oopenia =1-e ee yo 


weibcdf 








表 1.2.4 统计 工具 箱 的 随机 数 产生 函数 


P= weibcdf(X.A.B) 


X = weibinv(PA.B) 











R=betamd(A.B) 


R=betamd(A.B.m) 


R=betarnd(A.B.mn) 





项 分 布 


binomd 


R=binomd(N.P) 


R=binomdN.Pmm) 


R=binormnd(N.Pmmnn) 





和 分 布 


chi2md 


R=chi2md(V) 


R=chi2md(Vm) 


R=chi2md(Vmn) 





指数 分 布 


expmd 


R=expmd(MU) 


R=expmdIMUnmy) 


R=expmd(MUmn) 





下 分 布 


fmd 


R=fmdCVLV2m) 


R=fmd(VLV2.mm) 





Y 分 布 


ammd 


R=gamrmd(A,B,m) 


R= gammd(A,B:mn) 





几何 分 布 


Seomd 


R= scomdPm) 


R= gcomd(Pmn) 





超 几何 分 布 


hygemd 


R=hysemd(MNLKNmmy) 


R=hygemd(MK.Nmmnn) 





对 数 止 态 分 布 


lognmd 


R=Iognmd(MUSIGMAm) 


R=Iognrmd(MU.SIGMA,mn) 





负 二 项 分 布 


nbinmd 


R=nbinmd(R.Pm) 


R= nbinmnd(R.Pm.n) 





非 中 心 F 分 布 


ncfmnd 


R=ncimdINULINU2. 
DELTA.m) 


R=ncfmd(NULNU2. 
DELTA.mn) 





非 中 心 上 分 布 


R= nctmd(VDELTA,:m) 


R=nctmd(VDELTA,m,n) 





非 中 心 尤 2 分 布 


nd(VDELTA) 


R= ncx2md(VDELTA.m) 


R= ncx2md(VDELTA.mn) 





正 态 分 布 


R=normmd(MU.SIGMA) 


R=normmd(MU.SIGMA.m) 


R=normrmd(MU.SIGMA.m.m) 





泊 松 分 布 


poissmd 
yimd 


R= poissmd(LAMBDA) 
R= rayimd(B) 


R= poissmd(LAMBDA.m) 
R=rayimd(Bm) 


R= poissmd(LAMBDA:m.n) 
R 一 raylmd(Bmn) 





瑞 利 分 布 


tmd 


R=tmdCV) 


R=tmd(Vm) 


R=tmd(Vmn) 





unidmd 


R=unidmdON) 


R=unidmdINmm) 


R=unidmdINmmnn) 





unifmnd 


R=unifmdON) 


R=unifmdONmm) 


R=unifmd(N:mmnn) 





威 布 尔 分 布 





weibmd， 





R= weibmd(A,.B) 





R= weibmd(A.Bm) 





R= weibmd(A.Bmn) 
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表 1.2.5 分 布 的 均值 和 方差 计算 函数 


分 布 类 型 
名 称 





B 分 布 [M.V] = betastat(A,B) 


(a+b+1(a+ 彰 ? 
:项 分 布 mpqg ，g=1 一 忆 [M.V] = binostat(N.P) 
2 分 布 [M.V] = chi2stat(NU) 











指数 分 布 1LM.VJ= expstat(MU) 
IMVI=fatVIV2 

若 Va <3，F 分 布 的 均值 无 定 
久 yw <5, F 分 布 的 方差 





F 分 布 





YY 分布 
几何 分 布 dj/m.q4=1- [IM.V1= geostat(P) 
K MKM-N 
M _ M M-l 





超 几何 分 布 IMN.V] = hygestat(MJK.N) 





[IMVJ=nomstatMU' 


正太 分布 SIGMA) 





对 数 正 态 分 布 让 [M.V]= lognstat(MU.SIGMA) 





负 二 项 分 布 人 ， TM.V] = nbinstat(R.P) 





(CO+w) | [M.V] = ncfstatNU1, 
中 心 了 分 布 | Yac2) ， 思 > 2 人 NU2.DELTA) 





6(Cv/2)72T(w-D/12) 
非 中 心 【 分布 Fe/72) 训 5 [5 [M.V] = nctstat(NU.DELTA) 





非 中 心 多 分 布 TM.V] = ncx2stat(NU.DELTA) 





泊 松 分 布 1M.V] = poisstat(LAMBDA) 





瑞 利 分 布 [M.V] = raylstat(B) 





v>1 时 . 均值 为 0:v=1 


1M,V1= tstat(NU) 
均值 不 存在 


学 生 ! 分 布 
离散 均匀 分 布 


连续 均匀 分 布 (a+b)12 ( 忆 --a)/12 [M.V] -= unidstat(A.B) 





[M.V] = weibstat(A.B) 


1 2 
威 但 尔 分 介 aord-bD) as[Fa+2550-r20+09] 











参数 估计 是 总 体 分 布 的 数学 形式 已 知 ， 且 可 以 用 有 穷 个 参数 表示 的 估计 问题 。 估 计 问 题 
可 以 分 为 点 估计 和 区 间 估 计 两 个 子 问题 。 在 参数 模型 中 ,使 用 最 为 广泛 的 一 种 参数 估计 方法 
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就 是 极 大 似 然 法 (Maximum likelihood estimation， 简 称 MLE)， 它 是 统计 学 黄 基 人 之 一 费 希 尔 
(R.A.Fisher) 首 先 提 出 来 的 ， 具 有 非常 优良 的 统计 性 质 。 

统计 工具 箱 即 及 用 极 大 似 然 法 给 出 常用 的 概 率 分 布 模 想 的 参数 的 点 估计 和 区 间 估 计 值 。 
除 此 之 外 ， 还 提供 了 部 分 分 布 的 对 数 似 然 函 数 的 计算 功能 。 

工具 箱 所 提供 的 参数 估计 函数 和 对 数 似 然 函数 见 表 1.3.1。 


表 1.3.1 参数 估计 函数 


函数 名 称 
mle 最 大 似 然 估计 





betafit 昌 分 布 的 参数 估计 





betalike B 分布 的 负 对 数 似 然 函 数 





binofit -项 分 布 的 参数 估计 





expfit 指数 分 布 的 参数 估计 





amfit Y 分布 的 参数 估计 


gamlike Y 分布 的 负 对 数 似 然 函数 





normlike 正 态 分 布 的 负 对 数 似 然 函数 





normtfit 止 态 分 布 的 寡 数 估计 





poissfit 泊 松 分 布 的 参数 估计 





unifit 约 匀 分 布 的 参数 估计 





weibfit 
Weiblike 


1.3.1 








参数 估计 函数 


各 参数 估计 函数 的 调用 方法 是 基本 相同 的 ,在 此 以 B 分 布 的 参数 估计 函数 调用 为 例 ， 说 
明 其 格式 和 用 法 。 另 外 给 出 了 正 态 分 布 和 泊 松 分 布 运用 的 程序 示例 。 











1 betafit 

功能 : B 分 布 数据 的 参数 点 估计 和 置信 区 间 。 

格式 : phat = betafit(x) 
[phabpci] = betafit(xalpha) 

说 明 : betafit 函数 计算 并 返回 来 自 数据 样 木 X 的 R 分 布 的 参数 a 和 b 的 最 大 似 然 估 
计 phat 及 其 置信 区 间 pci。 置 信 区 间 结 果 pci 以 2x2 第 阵 的 形式 给 出 ， 其 第 

- 列 为 参数 a 的 置信 下 界 和 上 界 ， 第 二 列 为 参数 b 的 置信 下 界 和 上 界 。 可 选 

的 输入 参数 alpha 为 置信 度 ， 可 控制 置信 区 间 的 宽度 。 缺 省 情况 下 ，alpha 为 
0.05， 对 应 95% 置信 区 间 。 若 alpha=0.01， 则 对 应 99% 置信 区 间 。 

举例 : 随机 产生 100 个 B 分 布 数据 ， 相 应 的 分 布 参数 真 值 为 4 和 3。 注 意 ，ci 的 各 


列 包括 参数 的 真 值 。 

上 = betarnd(4,3,100,1)7 
[Pvci]l = betafit(r,0.01) 
Pb = 

3.9010 2.6193 

Gd 一 

2.5244 1.7488 
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2777 .33244899 
参考 : Hahn, Gerald J, & Shapiro, Samuel, S. "Statistical Models in Engineering"，Wiley 
Classics Library John Wiley & Sons, NewYork1994. p. 95。 
参见 : betalike, mle。 
下 面 的 两 个 例 了 可 进 ”步子 以 参考 。 
例 1 
上 = normrnd(10,2,100,2) 7 
[mu, sigma,muci,sigmaci]l = normfit (z) 
mu = 三 
10.1455 10.0527 
Sigma = 
1.9072 2.1256 
muci = 
9.7652 9.6288 
10.5258 10.4766 
sigmaci = 
1.6745 1.8663 
Z-2155…2693 
例 2 ” 泊 松 分 布 的 样本 均值 即 为 4 的 最 大 似 然 估 计 。 


1 上 > (1.3.0 
下 澡 


z = poissrnd(5,10,2)7 
[1,1ci] = poissfit (z) 
1 = 
4.8000 4.8000 
CH 生 
3-5000 3-5000 
6.2000 6.2000 
统计 工具 箱 还 提供 了 通用 的 最 大 似 然 估 计 函 数 mle, 可 以 单独 完成 各 种 分 布 的 参数 估计 。 


2 mle 

功能 : 求 取 分 布 参数 的 最 大 似 然 估计 量 。 

格式 : phat = mle(dist,data) 
[phatpci] = mle(dist,data) 
[phatcpcil = mleCdisr,data,alpha) 
[phatpci] = mle(Cdist,dataalpha,pl) 

说 明 :“dist" 参量 为 用 户 所 给 出 的 特定 分 布 的 名 称 , 如 “beta” ( 指 B 分 布 )、“binomial” 
( 指 二 项 分 布 ) 等 。data 为 数据 样本 ， 以 行 矢量 形式 给 出 。Alpha 是 用 户 给 定 的 


举例 : 


参见 : 
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置信 度 值 ， 以 提供 函数 给 出 相应 的 置信 度 为 100(1-Alpha)% 的 置信 区 间 。 如 
Alpha 王 0.03， 则 函数 给 出 置信 度 为 97% 的 置信 区 间 。 若 不 给 出 Alpha， 即 在 
缺 省 情况 卜 ， 如 前 曲 种 格式 ， 肯 数 给 出 转 信 度 为 95% 的 置信 区 间 。 和 而 调用 格 
式 [phabpci] = mleCdist,data'alpha,plD) 是 仅 供 二 项 分 布 的 参数 仙 计 所 使 用 ，p1 
zrV = binornd(20,0.75) 











FrV = 
16 
[p,pci]l = mle('binomial'rv,0.05,20) 
P = 
0.8000 
Pci = 
0.5634 
0.9427 
berafit binofic expfic samfit normfit poissfit weibfir。 


1.3.2 ”对 数 似 然 函 数 


统计 工具 箱 提供 了 B 分 布 、Y 分 布 、 正 态 分 布 和 威 布尔 分 布 等 分 布 类 型 的 负 对 数 似 然 函 


数值 的 求 取 函 数 ， 同 时 能 够 给 出 Fisher 信和 4 


1 





量 ， 以 供用 户 使 用 。 以 下 分 别 进行 详细 说 明 。 


betalike 


功能 : 
格式 : 


说 明 : 


举例 : 


负 昌 分 布 对 数 似 然 函 数 。 
logL = betalike(params.data) 
[logL,info] = betalike(params,data) 
logL = betalike(params,data) 返 回 B 分 布 对 数 似 然 函 数 的 负 值 。 其 中 params 为 
包含 8 分 布 的 参数 a、b 的 矢量 [ab]，data 为 服从 B 分 布 的 样本 数据 。logL 的 
长 度 与 数据 data 的 长 度 相同 。 
[logL,info] = betalike(params,data) 还 返回 Fisher 信息 矩阵 info。info 的 对 角 元 
素 为 相应 参数 的 渐进 方差 。 
betalike 是 B 分 布 最 人 似 然 估 计 的 实用 函数 。 似 然 假 设 数 据 样本 中 ,所 有 的 元 
素 相 互 独立 。 因 为 betalike 返回 负 有 对 数 似 然 函数 ， 用 fmins 函数 最 小 化 
betalike 与 最 大 似 然 估 计 的 功用 是 相同 的 。 
本 例 所 取 数 据 是 随机 产生 的 8 分 布 数 据 。 
L = betarnd(4,3,100,1) 7 
[logl,info]l = betalike([3.9010 2.6193]，zr) 
1og1 = 

-33.0514 
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info = 
0.2856 0.1528 
加 1528-0.1142 


参见 : betafit fmins, gamlike, mle, weiblike。 


gamlike 

功能 : Y 分 布 的 负 对 数 似 然 函 数 。 

格式 : logL = gamlike(params.data) 

[logL,info] = gamlike(params,data) 

说 明 : logL = gamlike(params，data) 返 回 由 给 定 样本 数据 data 确定 的 Y 分 布 的 参数 
params《〈 即 [ab]) 的 负 对 数 似 然 函数 值 。 矢 量 logL 的 长 度 与 data 矢量 的 长 度 
相同 。 
[logL,info] = gamlike(params,data) 则 同时 给 出 了 Fisher 信息 矩阵 info。info 拢 
阵 的 对 角 元 素 为 相应 参数 的 渐进 方差 。 
gamlike 是 Y 分 布 的 最 大 似 然 估计 的 工具 函数 。 办 为 gamlike 返回 负 * 对 数 似 
然 函数 值 ， 故 用 fmins 函数 将 gamlike 最 小 化 后 ， 其 结果 与 最 大 似 然 估计 是 相 
同 的 。 

举例 : a = 2; b = 3; 
z = gamrnd(avrb,100,1)7 
[logL, info]l = gamlike([2.1990 2.8069],z) 














1ogL = 
267.5585 
info = 
0.0690 一 0.0790 
一 0.0790 0.1220 


参见 : betalike, fmins, gamfib mle, weiblike。 





norml ike 
功能 : 正 态 分 布 的 负 对 数 似 然 函 数 。 
格式 : 直 = normlike (params,data) 


说 明 : 与 betalike 和 gamlike 的 功能 类 似 ， 不 再 袭 述 。params 参数 中 ，params(1) 为 正 
态 分 布 的 参数 上 ，params(2) 为 参数 6 。 
参见 : MLE。 


weiblike 

功能 : 威 布尔 分 布 的 负 对 数 似 然 函 数 。 

格式 : logL = weiblikc(params,data) 
[logL,info] = weiblike(params,data) 
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一 logL=-log[[ Acolz)=-> log7(oplx) (1.3.2) 
[ 记 坊 

logL = weiblike(params,data) 返 回 参 数 为 a、b 的 威 布尔 分 布 (params(1)=a， 

params(2)=b) 在 给 定数 据 xi ( 即 data) 时 的 负 对 数 似 然 值 。 

[logL,info] = weiblike(params,data) 则 增加 了 Fisher 信息 量 扼 阵 info。info 的 对 

角 元 素 为 相应 参数 的 渐进 方差 。 








举例 : r = weibrnd(0.5,0.8,100,1); 
[logL,info]l = weiblike([0.4746 0.7832],r) 
1ogL = 
203.8216 
info = 
0.0021 0.0022 
0.003: 0.0056 
参见 : beralike, gamlike, mle, weibfir。 


表 1.3.2 参数 估计 函数 


数 
名 称 函数 调用 格式 说 明 


disr: 函数 名 ; 。 data; 数据 伴 本 ; alpha: 置信 


最 大 似 然 
估计 


8 分布 


phat = mlet distdata 

[phatpcil - mleCdist.data) 

Tphatpci] = mlef distvdataalpha) 
[phatpci] = mleCdistvdata alpha.pT) 


phat = betafit(x) 
phat pei] = hetafit(x alpha) 


度 

phat。 参数 估计 结果 ; 。 pci: 普 信 区 间 计 算 结果 

表 中 其 他 各 函数 中 的 x、alpha 、phat 和 pci 的 含义 
与 此 相同 

xX: 数据 样本 : phat: 参数 ab 的 估计 结果 矢 肯 ]。 

置信 区 间 结果 pci 以 2 x 2 托 阵 的 形式 给 出 ， 其 第 
- 列 为 参数 a 的 团 信 下 界 和 上 界 ， 第 二 列 为 参数 b 

的 置信 下 界 和 上 界 ， 以 下 类 同 





项 分 布 


binofit 


Phat 二 binoftCn 
[phatpci] = binofit(x.n) 
[phatpci] = binofitCcnalpha) 


: 总 试验 次 数 
phat:。 试验 成 功 的 概率 参数 p 的 估计 值 





蕴 数 分 布 


expfit 


muhat = expfit(X) 
[muhatmucil= expfit(x) 
[muhatmuci] = expfitCxalpha) 


muhat， 参数 上 的 估计 值 


muci: 参数 上 估计 的 次 信 区 间 





Y 分 布 


gamfit 


phat = gamfittx) 
[phatpci] = gamfit(x) 
[phatpci] = gamfitCxalpha) 


Phat: 参数 a、b 的 估计 值 [ab] 
pci: 参数 a、b 估计 的 置信 区 间 





正 态 分 布 


normfit 


[mahar sigemahat muci sigmaci]= normfit(X) 
[muhatsigmahat mucisigmacij=normfit(X,alp 
ha) 


muhat: 参数 上 的 估计 值 : muci: 参数 A 估计 的 置 
信 区 间 

sigmahat， 参数 G 的 估计 值 ;sigmaci: 参数 a 估计 
的 置信 区 间 





泊 松 分 布 


poissfit 


Jambdahat = poissfit(X) 
[lambdahatlambdaci] = poissfit(X) 
[lambdahatlambdaci] = poissfit(X alpha) 


lambdahat， 参 数 4 的 估计 值 
lambdaci， 参数 4 估计 的 置信 区 间 





均匀 分 企 


unifit 


[ahatbhat = unifit(X) 
[ahatbhabACLBC mnifit(X) 
[ahatbhatACLBCI] = unifit(X.alpha) 


ahat: 参数 a 的 估计 值 : 。 ACI: 参数 a 估计 的 轩 
信 区 间 

bhat;， 参数 b 的 估计 值 ，BCI， 参数 b 估计 的 置信 
区 间 





威 布尔 分 
布 





weibfit 


phat= weibfitGx 
Tphatpcil = weibfit(x) 
[phatpcil = weibfitCxcalpha) 








phat: 参数 a、b 的 估计 值 [a b] 
pci: 参数 a、b 估计 的 置信 区 间 
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1.4 描述 性 统计 


1.4.1 概述 


数据 样本 少 则 几 个 ， 多 则 成 十 上 万 ， 人 们 希望 能 用 少数 几 个 包含 其 最 多 相关 信息 的 数值 
来 体现 数据 样本 总 体 的 规律 。 描 述 性 统计 就 是 搜集 、 整 理 、 加 工 和 分 析 统计 数据 ， 使 之 系统 
化 、 条 理化 ， 以 显示 出 数据 资料 的 趋势 、 特 征 和 数量 关系 。 它 是 统计 推断 的 基础 ， 实 用 性 较 
强 ， 在 统计 工作 中 经 常 使 用 。 
根据 统计 量 特征 性 质 的 不 同 ,工具 箱 提供 了 位 置 度量 、 散 布 度量 、 自 助 法 以 及 在 缺失 数 
据 情 况 下 处 理 方法 等 方面 的 描述 统计 工具 函数 ， 见 表 1.4.1。 
表 1.4.1 描述 性 统计 函数 表 


函数 名 称 
omean 几何 均值 
harmmean 调和 均值 
mean 算术 平均 值 
median 中 位 数 
trimean 修正 的 样本 均值 
方差 
内 四 分 位 数 间距 
平均 绝对 偏差 



























散布 度量 














忽视 缺失 数据 的 最 大 值 
nanmean 忽视 缺失 数据 的 平均 值 
缺失 数据 情况 下 的 统 |_nanmedian 上 
计 处 理 函数 nanmin 
manstd 
mansum 忽视 缺失 数据 的 和 
相关 系数 corrcoef 计算 相关 系数 
样本 分 位 数 prctile 可 
样本 峰 度 kurtosis 





























样本 偏 度 Skewness 计算 样本 偏 度 
自助 法 bootstp. 通过 对 数据 重新 采样 进行 自助 统计 














1.4.2 ”中 心 趋势 (位 置 ) 度量 





数据 样本 中 心 趋势 度量 的 目的 在 于 对 数据 样本 在 数据 分 布线 上 分 布 的 中 心 了 以 定位 , 即 
中 心 位 置 的 度量 。 

均值 是 对 位 置 简单 和 通常 的 估计 量 。 如 果 数 据 样本 来 自 正 态 分 布 ， 样 本 均值 是 最 
量 (Aw 的 最 小 方差 无 偏 估计 )。 不 幸 的 是 ， 几 乎 所 有 的 实际 数据 中 都 存在 野 值 ， 这 通常 是 名 
输入 错误 或 其 他 小 的 技术 问题 所 造成 的 。 样 本 均值 对 这 些 问 题 是 敏感 的 。 一 个 粳 糕 的 数据 的 
加 入 可 能 使 样本 均值 偏离 正常 值 很 和 远 。 
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中 位 数 和 修正 的 均值 则 受 野 值 的 干扰 很 小 。 中 位 数 是 样本 的 50%% 分 位 点 ， 如 果 加 入 一 
个 任意 大 的 干扰 值 ， 中 位 数 仅 可 能 有 很 小 的 移动 。 而 修正 的 均值 所 蕴含 的 思想 是 别 除 样本 中 
部 分 最 高 值 和 最 低 值 来 决定 样本 的 中 心 位 置 。 
几何 均值 和 调和 均值 对 野 值 都 较 敏 感 。 当 伴 本 服从 对 数 正 态 分 布 或 偏 斜 程度 很 大 时 ， 它 
们 也 都 是 有 效 的 方法 。 
下 例 显 示 上 述 几 种 统计 量 对 野 值 的 敏感 程度 。 
x = [ones(1,6) 100] 
x = 
1 .11 1 1 100 
locate = [geomean (X) harmmean (X) mean (xX) median(X) ? 
trimmean (x,25) ] 
locate = 
1.9307 1.1647 15.1429 1.0000 1.0000 
位 置 度量 有 关 函 数 的 详细 说 明 如 下 。 


1 geomean 
功能 : 样 木 的 几何 均值 。 
格式 : m = geomean(X) 
说 明 : 几何 均值 的 定义 为 


(1.4.D 





geomean 函数 计算 样本 的 几何 均值 。X 若 为 矢量 ，geomean(CX) 返 回 X 中 元 素 
的 几何 均值 ，X 若 为 算 阵 ，geomean(X) 给 出 的 结果 为 一 个 行 矢量 ， 其 每 个 元 
素 为 X 的 对 应 列 元 素 的 几何 均值 。 

举例 ;样本 均值 大 于 或 等 于 其 几何 均值 。 
X = expPrnd(1,10, 6)7 





Geometric = geomean (x) 
geometric = 
0.7466 0.6061 0.6038 0.2569 0.7539 0.3478 
avVerage = mean(X) 
avVerage = 
1.3509 1.1583 0.9741 0.5319 1.0088 0.8122 


参见 : mean, median, harmmean, trimmean 。 


2 harmmean 
功能 : 样本 数据 的 调和 均值 。 
格式 : m = harmmean(X) 
说 明 : 样本 的 调和 均值 定义 为 
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刀 
电工 


il1 和 


(1.4.2) 





殉 三 


harmmean(X) 计 算数 据 样 本 X 的 调和 均值 。X 敬 为 矢量 , harmmean(CX) 返 回 X 
中 元 素 的 调和 均值 ，X 若 为 托 阵 ，harmmean(X) 给 出 的 结果 为 一 个 行 矢量 ， 
其 每 个 元 素 为 X 的 对 应 列 元 素 的 调和 均值 。 
举例 : 样本 均值 大 于 或 等 于 其 调和 均值 。 
x = exprnd(1,10,6); 
harmonic = harmmean (X) 
harmonic = 
0.3382 0.3200 0.3710 0.0540 0.4936 0.0907 
avVerage = mean (X) 
average = 
1.3509 1.1583 0.9741 0.5319 1.0088 0.8122 


参 见 : mean, median, gecomean, trimmean。 


mean 
功能 样 4 数 据 的 算术 平均 值 。 
格式 m=meanCO 
说 明 meanC9 计算 数据 样本 X 的 算术 平均 值 
1a 
王国 (1.4.3) 


X 若 为 矢量 ，meanC9 返 回 X 中 元 素 的 算术 平均 值 ; X 若 为 乍 阵 ，meanC29 给 出 的 
结果 为 一 个 行 矢量 ， 其 每 个 元 素 为 X 的 对 应 列 元 素 的 算术 平均 值 。 

举例 : 以 下 命令 产生 5 组 正 态 分 布 随机 数 ， 每 组 100 个 数 ， 样 本 均值 为 0， 标准 差 为 
1， 则 xbar 中 的 样本 均值 的 变化 范围 为 《0.00 士 0.10): 
x = normrnd(0,1,100,5); 


xbar = mean (X) 

















Xbar = 
0.0727 0.0264 0.0351 0.0424 0.0752 
参见 : median, std, cov, corrcoef, var。 


median 

功能 : 样本 数据 的 中 值 〈 即 中 位 数 )。 

格式 : m= medianCX) 

说 明 : median(X) 计 算 中 值 ， 即 数据 样本 的 50% 中 位 数 。 中 位 数 是 数据 样本 中 心 位 置 
的 鲁 棒 估 计 ， 因 为 野 值 的 出 现 对 其 影响 很 小 - 


举例 : 
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X 若 为 矢量 ，median(X) 返 回 X 中 元 素 的 中 值 ;: X 若 为 宅 阵 ，median(X) 给 出 
的 结果 为 一 个 行 矢量 ， 其 每 个 元 素 为 X 的 对 应 列 元 素 的 中 值 。 因 为 此 函数 使 
用 分 类 检索 方法 而 实 寺 ， 对 才 大 和 宅 阵 ， 消 耗 时 间 和 空间 多 一 些 。 
Xodd = 1:57 

















modd = median(xodd) 
modd = 

3 
meven = median (xeven) 
meven = 

2.5000 
下 面 的 计算 表明 了 野 值 对 计算 结果 的 影响 。 
xoutlier = [x 10000]; 
moutlier = median (xoutlier) 
Imout1lier = 

3 


参见 : mean, std, cov, corrcocf。 


trimmean 


功能 : 
格式 : 
说 明 : 


剔除 极端 数据 的 样本 均值 。 

m= trimmean(X,percent) 

trimmean(X,percenb) 计 算 剔 除数 据 观测 量 中 最 高 percent 多 和 最 低 percent 多 的 
数据 后 的 均值 。 修 正 样本 均值 是 样本 位 置 量 的 鲁 棒 估 计 。 如 果 数 据 中 有 野 值 ， 
则 修正 样本 均值 是 样本 数据 体 的 中 心 更 为 合适 的 估计 。 如 果 数 据 全 部 来 自 同 
一 概率 分 布 ， 那 么 ， 作 为 数据 样本 位 置 的 估计 量 ， 修 正 样本 均值 不 如 样本 均 
值 有 效 。 


举例 :本 例 给 出 了 10 狗 修 正 样本 均值 与 样本 均值 之 间 相 对 效率 的 蒙特 上 罗 仿 真 结果 。 


Xx = norrmrnd(0,1,100,100)7 
m = mean (X) 7 
trim = trimmean (x, 10)， 
sm = std(m); 
Strim = Std(trim) 7? 
efficiency = (sm/sStrim) .^2 
efficiency = 

0.9702 


: mean, median, geomean, harmmean。 
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1.4.3 ”散布 度量 


散布 度量 可 以 理解 为 样本 中 的 数据 偏离 其 数值 中 心 的 程度 ， 也 称 离 差 。 

极 差 range)， 亦 称 全 距 ， 定 义 为 样 木 最 大 观测 值 与 最 小 观测 值 之 差 ， 是 对 散布 最 简单 的 
度量 ， 但 对 野 值 非常 敏感 。 

标准 差 (std) 和 方差 (var) 为 通常 的 散布 度量 ， 它 们 对 于 正 态 分 布 的 样本 描述 是 最 优 的 。 样 
本 方差 是 正 态 分 布 参数 or 的 最 小 方差 无 偏 估计 ,标准 差 为 方差 的 平方 根 。 但 它们 对 野 值 的 扩 
干扰 能 力 都 较 弱 ， 偏 离 数据 整体 的 一 个 数值 对 统计 量 的 影响 可 能 非常 大 。 

平均 绝对 偏差 (mad) 对 野 值 也 很 敏感 ， 但 其 程度 比方 差 和 标准 差 要 小 一 些 。 

四 分 位 数 间距 (iqr) 为 随机 变量 的 上 四 分 位 数 Xo7s 和 下 四 分 位 数 Xo25 之 差 : Xo75-Xo25 是 
随机 变量 以 1/2 的 概率 取 值 区 间 的 长 度 。 因 为 只 有 中 间 50% 的 数据 影响 其 度量 值 ， 故 其 对 野 
值 的 抗 干扰 能 力 很 强 。 

下 例 显 示 了 这 几 种 统计 量 对 野 值 的 敏感 程度 。 


x = [ones(1,6) 100] 

















实 过 


上 下 二 十, 0 


stats = [iqr(x) mad(x) range(x) std(x)] 
StatSs = 
0 24.2449 99.0000 37.4185 
散布 度量 函数 的 详细 说 明 如 下 。 
1 iqr 


功能 : 计算 样本 的 内 四 分 位 数 问 距 。 

格式 : yY=iqrCX) 

说 明 : iqr(X) 计 算数 据 样 本 X 的 75% 和 25% 分 位 数 之 差 .iqr 是 数据 的 散 度 的 鲁 棒 估 
计 ， 因 为 25%~75% 分 位 数 外 的 数据 变化 对 iqr 没有 影响 。 如 果 数 据 有 野 值 ， 
则 作为 数据 整体 散 度 的 估计 ，iqr 比 标准 差 更 具 代表 性 。 而 当 数 据 全 部 来 自 正 
态 分 布 时 ， 作 为 散 度 的 估计 ，iqr 不 如 标准 差 有 效 。 正 态 分 布 的 标准 差 可 
用 iqr 乘 以 0.7413 作为 估计 量 。 

举例 : 本 例 采用 蒙特 卡 罗 仿 真 方法 来 说 明正 态 分 布 的 iqr 与 标准 差 之 间 的 相对 效 


就 

















normrnd(0,1,100,100) 7 


S StQ(X) 7 


s_IOR = 0.7413 *iqr (x)5 
efficiency = (norm(s-1) ./norm(s_IOR-1) ) .^2 
efficiency = 


人 3297 


参见 : 
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: std, mad, range。 


: 翌 本 数据 的 平均 绝对 偏差 。 
N: y= mad(X) 
: mad(X) 计 算 一 组 数据 及 其 样本 均值 间 的 绝对 偏差 的 平均 值 。X 若 为 矢量 ， 








mad(X) 返 回 X 中 元 素 的 平均 绝对 偏差 : X 若 为 矩阵 ，mad(X) 给 出 的 结果 为 一 
个 行 矢 量 ， 其 每 个 元 素 为 X 的 对 应 列 元 素 的 平均 绝对 偏差 。 当 数据 全 部 来 自 
正 态 分 布 时 ， 作 为 散 度 的 估计 ，mad 不 如 标准 差 有 效 。 正 态 分 布 的 标准 差 C ， 
可 用 mad 乘 以 1.3 作为 估计 量 。 








: 本 例 采 用 蒙特 卡 罗 仿 真 方法 来 说 明正 态 分 布 的 mad 与 标准 差 之 间 的 相对 效 


率 。 
X = normrnd(0,1v,100,100)7 

s = Std(x)7 

S_MRAD = 1.3 *rmad(x)7 

efficiency = (norm(s-1) ./norm(s_MAD-1) ) .^2 
efficiency = 

0.5972 


std, range。 


range 


功能 : 
格式 : 
说 明 : 


举例 : 


var 


功能 : 
格式 : 


计算 样本 极 差 。 

y=range(X) 

range(X) 返 加 | 样本 数据 的 最 大 值 和 最 小 值 之 差 。X 若 为 矢量 ，range(X) 返 旧 | X 
中 数据 元 素 的 慨 差 : X 若 为 窃 阵 ，rangeCg) 给 出 的 结果 为 一 个 行 拓 量 ， 其 每 个 
元 素 为 X 的 对 应 列 的 极 差 。 极 差 是 样本 散 度 的 简单 估计 算法 ， 当 出 现 野 值 时 ， 
往往 估计 不 准 。 
标准 正 态 分 布 的 大 样本 数据 的 极 差 大 约 为 6。 统 计 质 量 管理 应 用 中 的 工序 性 能 
指数 C" 和 Cx 即 由 此 而 来 。 

IV = normrnd(0,1,1000,5)7 
near6 = range (rV) 
near6 = 

6.1451 6.4986 6.2909 5.8894 7.0002 


: std, iqr mad。 


计算 样本 方差。 
y= var(CX) 
y= var(X.D 
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说 明 : 


举例 : 


举例 : 
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y=Yvar(X,w) 

var(X) 计 算 X 中 数据 的 方差 。X 若 为 矢量 ，var(X) 返 回 X 中 数据 元 素 的 方差 ， 
X 若 为 息 阵 ，var(X) 给 出 的 结果 为 一 个 行 矢量 ， 其 每 个 元 素 为 X 的 对 应 列 的 方 
差 。varCX) 是 经 -1 进行 了 人 慰 准 化， 其 中 ，n 是 数据 长 度 。 对 于 正 态 分 布 ， 这 
使 varCg) 成 为 cr” 的 最 小 方差 无 偏 估计 量 (MVUE)。 
y = var(X,1) 是 经 咽 进 行 了 标准 化 ,得 到 关于 其 均值 (惯性 矩 ) 的 样本 数据 的 二 阶 
和 矩 。 
y= varCX.w) 使 用 权重 矢量 w 计算 方差 。w 中 元 素 的 个 数 必须 与 X 的 行 数 相同 。 
若 X 是 矢量 , X 和 w 的 长 度 应 该 匹配 。w 中 每 个 元 素 必 须 为 正 数 。var 支持 方 
差 两 种 通常 的 定义 : 设 ss 为 X 中 数据 与 均值 之 差 的 平方 和 , 则 varoo) =Ssn -1 为 
方差 的 MVUE， varx)=SSm 为 方差 的 最 大 似 然 估 计 (MLE)。 




















和 志 放 [1 ] 3 
w= [13]; 
V1L = Var(x) 
VL ,和 = 
2 
v2 = var(xr1) 
V2 = 
1 
V3 = Var(xw) 
了 3 二 
0.7500 

: cov std。 
样本 的 标准 差 。 
yY=std(X) 

: 标准 差 的 定义 为 


1 过， 二 下 1 
[让 交 -7 = 玫 Z 二 (1.44) 


由 上 式 可 知 ，std(X) 是 经 n-1 进 行 了 标准 化 ， 其 中 ,nm 是 数据 长 度 。 对 于 正 态 
分 布 , 标准 差 的 平方 是 or" 的 最 小 方差 无 偏 估计 量 stdCX) 返 回 数据 样本 的 标准 
差 。X 若 为 矢量 ，std(X) 返 回 X 中 数据 元 素 的 标准 差 ; X 若 为 矩阵 ，std(X) 给 
出 的 结果 为 一 个 行 矢 量 ， 其 每 个 元 素 为 X 的 对 应 询 的 标准 差 。 

例 中 ，X 的 每 列 的 y 的 期 望 值 为 1。 

X = normrnd(0v1lv100,6)7 

Y = std(x) 


到 























yY = 
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0.9536 1.0628 1.0860 0.9927 0.9605 1.0254 
有 人 一 


必 
上 


1.4142 


参见 : cov, var。 


功能 : 协 方差 矩阵 。 

格式 : C= cov(X) 
C=cov(Cx.y) 

说 明 : cov 函数 是 Matlab 工具 箱 中 所 定义 的 函数 ， 用 于 计算 协 方差 。X 若 为 单个 矢 
量 ，covC9) 返 回 包含 方差 的 标量 ; X 若 为 矩阵 ，X 的 每 一 列表 示 一 个 变量 而 
行 元 素 为 观测 值 。covCX) 计 算 结果 为 协 方差 矩阵 。 方 差 函数 var(X) 与 
diag(cov(X)) 所 返回 的 结果 相同 ;标准 差 函 数 std(X) 等 价 于 sqrt(diag(cov(CX)))。 
cov(CX,y) (其 中 x 和 y 为 等 长 度 的 列 矢 量 ) 与 cov([x y) 的 计算 结果 相同 。 

算法 : cov 函数 的 算法 为 : 


[nv,P] = size(X) 7 














X=X 一 ones(n,1) *mean(X): 
于 证 芝 1 太一 区 
参见 : corrcoef, mean, std, var 和 信号 处 理工 具 箱 中 的 xcov, xcorr。 


1.4.4 ”处理 缺失 数据 的 函数 


在 对 大 量 的 数据 样本 进行 处 理 分 析 时 , 常会 遇 到 一 些 数据 无 法 找到 或 不 能 确定 某 个 数据 
的 确切 值 的 情况 。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 以 符号 “NaN”(not a number) 标注 这 样 的 数据 。 工 
具 箱 中 的 一 些 描述 统计 函数 〈 见 表 1.4.2) 在 进行 统计 计算 时 可 自动 处 理 包含 NaN 数据 的 样 
本 。 
例如 ，m 中 包含 缺失 CNaN) 数据 。 
m = magic(3)7 
m([L1 5 9]) = [NaN NaN NaN] 


NaN 1 6 
3 NaN 了 
全 人 NaN 
用 一 般 的 函数 可 以 说 得 不 到 任何 信息 ， 如 用 sum 函数 
Sum (m) 
ans = 
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通过 能 够 处 理 缺 失 数据 的 函数 则 可 进行 特殊 处 理 ， 得 到 有 用 的 信息 。 
nansum (m) 
间 政 襄 : ' 二 
二 0 这 
调用 处 理 缺 失 数据 的 函数 的 方法 基本 上 是 相同 的 。 下 面 以 nanmax 为 例 ， 详 细 说 明 其 调 
用 方法 。 其 他 函数 的 功能 和 调用 格式 及 说 明 参 见 表 1.4.2。 


本 nanmax 

功能 : 忽视 NaN， 求 其 他 数据 的 最 大 值 。 

格式 : m= nanmax(X) 
[m,ndx] = nanmax(X) 
m=nanmax(a,b) 

说 明 : m= nanmax(X) 计 算 存在 NaN 标记 的 数据 样本 X 中 的 最 大 值 。X 若 为 矢量 ， 
nanmax(X) 返 回 X 中 除 NaN 外 的 其 他 元 素 中 的 最 大 值 ;X 若 为 窍 阵 ,nanmax(X) 
给 出 的 结果 为 一 个 行 矢量 ， 其 每 个 元 素 为 和 的 对 应 列 非 NaN 元 素 的 最 大 值 。 
[m,ndx] = nanmax(X) 还 将 数据 的 大 小 序号 返回 矢量 ndx 中 。m = nanmax(a,b) 
返回 a 或 b 的 最 大 数 。 注 意 ，a 和 的 长 度 应 该 相称 。 

举例 : m = magic(3) 
m([1 6 8]) = [NaN NaN NaN] 














m = 
NaN 工 6 
涉 5 NaN 
4 NaN 2 
[nmax,maxidx] = nanmax (m) 
nmax 王 
456 
maxidx = 
二 


参见 : nanmin. nanmean. nanmedian. nanstd. nansum。 


表 1.4. 2 描述 统计 中 处 理 缺 失 数据 的 函数 
画 数 名 称 


m=nanmax(X) 
manmax 求 包 含 缺失 数据 的 样本 的 最 大 值 [mndx] = nanmax(X) 


年 三 nanmax(ab) 





nanmil 求 包含 缺失 数据 的 样本 的 最 小 值 





aean | 来 包 言 缺 失 数据 的 样本 的 平均 值 
manmedian | 缺失 数据 的 样本 
manstd 求 包含 缺失 数据 的 样本 的 3 
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1.4.5 “中心 矩 


中 心 矩 是 关于 数学 期 望 的 矩 。 对 于 任意 r>0, 称 4=EfX-EX) 为 随机 变量 X 的 ~ 阶 中 心 缸 。 
一 阶 中 心 矩 为 0， 二 阶 中 心 矩 为 方差 : wa2=DX-。 





*， moment 
功能 : 任意 阶 中 心 矩 。 
格式 : m= moment(X,order) 
说 明 : 一 种 分 布 的 k 阶 中 心 矩 定义 为 


71 = 民 (x 一 [人 (1.4.5) 


ECo 为 x 的 期 望 值 。 
Moment(X,ordenD 返 回 由 正 整数 order 所 确定 阶 的 X 的 中 心算 。X 若 为 矢量 ， 
moment(X,ordenD 返 回 X 中 元 素 的 中 心 矩 ; X 若 为 年 阵 ,moment(X,orden) 给 出 
的 结果 为 一 个 行 矢量 ,其 每 个 元 素 为 X 的 对 应 列 元 素 的 中 心 矩 。 注意, 一 阶 
中 心 矩 为 0， 二 阶 中 心 矩 为 方差 。n 为 数据 矢量 X 的 长 度 ， 函 数 本 身 计 算 时 
除数 为 mn， 而 非 n 一 1。 
举例 : X = randn([6 5 





















X = 
1.1650 0.0591 1.2460 ”一 1.2704 一 0.0562 
0.6268 1.7971 一 0.6390 0.9846 0.5135 
0.0751 0.2641 0-5774 一 0.0449 0.3967 
0.3516 0.87137 ， :一 0.3600” 一 0.7989 0.7562 
0.6965 1 .4462 0.1356 0.7652 0.4005 
1 .6961 一 QI012 一 4.3493 0.8617 一 十 -34I4 


m = moment (X, 3) 

m = 

一 0.0282 0.0571 0.1253 0.1460 一 0.4486 
参见 : kurtosis, mean, skewness, std, var。 


1.4.6 百 分 位 数 及 其 图 形 描述 


尝试 用 位 置 度量 和 散布 度量 两 种 参量 来 描述 数据 样本 是 简捷 的 ， 但 或 许 会 产生 误导 。 另 
-种 选择 是 计算 样本 百 分 位 数 的 一 个 合理 的 数值 ， 它 不 仅 提供 数据 形态 的 信息 ， 也 给 出 它 的 
位 置 和 散布 信息 。 
举例 : 总 的 样本 包含 来 自 两 个 不 同 正 态 分 布 的 数据 。 
X = [normrnd(4,1,1,100) normrnd(6,0.5,1v, 200)]7 
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P=100*(0:0.25:1)7 
yY = Prctile(xv,Pp); 
z = [py Y"] 

z = 


0 25.0000 50.0000 3735.0000 100.0000 
上 <S 了 3 4.6842 5.6706 6.1804 7.6035 
用 Box 图 (图 1.4.1) 来 表现 上 面 的 结果 。 
boxp1lot (x) 














7 汪 革 
1 
6 
三 
4 1 
1 
1 
区 下 
2 丰 
证 
1 
Column Number 


图 1.4.1 两 组 不 同 正 态 分 布 数据 的 Box 图 形 


下 面 的 “长 尾巴 ”和 符号 “十 ”表明 样本 数值 缺乏 对 称 性 。 关 于 Box 图 的 详细 说 明 可 参 
见 第 1.6 节 。 另 外 用 直方 图 (图 1.4.2) 给 出 上 述 样本 ， 以 进一步 认识 。 


Hist (x) 





0 
了 了 6 8 


图 1.4. 2 两 组 不 同 正 态 分 布 数据 的 直方 图 
关于 样本 的 百 分 位 数 计算 函数 prctile 的 详细 说 明 如 下 。 


*。 prctile 
功能 : 计算 样本 的 百 分 位 数 。 
格式 : 站 = prctileCX,p) 
说 明 : Y= prctile(X,p) 计 算数 据 X 中 大 于 p% 的 值 ，p 的 取 值 区 间 为 [0,100]。X 若 为 
和 所 量 ，pretile(X.p) 返 回 X 中 p 百 分 位 数 : X 若 为 矩阵 ，pretile(X.p) 给 出 的 结 
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果 为 一 个 行 矢量 ， 其 每 个 元 素 为 X 的 对 应 列 p 百 分 位 数 。 如 果 p 是 矢量 ， 则 
立 的 第 i 行 对 应 于 X 的 p(i) 百 分 位 数 。 
举例 : x = (1:5) "*(1:5) 


和 2 

246810 

3 6 9 .12 1I5 

481216 20 

5 10 15 20 25 

Y = prctile(x,， [25 50 75]) 

Y = 

1.7500 3.5000 5.2500 7.0000 8.7500 
3.0000 6.0000 9.0000 12.0000 15.0000 
4.2500 8.5000 12.7500 17.0000 21.2500 


1.4.7” 相 关系 数 


相关 系数 亦 称 “ 单 相关 系数 ”“ 全 相关 系数 ”“ 乘 积 失 相关 系数 ”等 ， 是 两 个 随机 变量 
间 线 性 相依 程度 的 度量 。 


"” corrcoef 
功能 : 相关 系数 。 
格式 : R = corrcoef(X) 
说 明 : corrcoef 是 Matlab 工具 箱 中 所 定义 的 函数 。 
输入 矩阵 X 的 行 元 素 为 观测 值 ， 列 元 素 为 变量 ，R = corrcoef(X) 返 回 相关 系 
数 和 矩阵 R。 和 阵 R 的 元 素 R〈ij) 与 协 方差 和 阵 C (=cov(X)) 的 对 应 元 素 
之 间 的 关系 可 由 下 式 表 示 
CC 六 


AMCGDC( 衣 














7RGD 放 = (1.4.6) 


参见 : cov mean, std, var。 
1.4.8 样本 峰 度 和 样本 偏 度 


(1) 样本 峰 度 
峰 度 为 单 峰 分 布 曲线 “ 峰 的 平坦 程度 ”的 度量 。 峰 度 的 定义 为 
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4 
大 -和 全 (1.4.7) 
GT 
其 中 Efx) 为 的 期 望 值 。 注意: 关于 峰 度 的 定义 , 不 同文 献 有 所 不 同 , 一 般 定义 为 (1.4.7) 
式 计算 值 减 3， 此 时 正 态 分 布 具有 0 峰 度 。 在 本 工具 箱 中 的 峰 度 函数 不 使 用 此 惯例 。 正 态 分 
布 的 峰 度 为 3。 曲线 比 正 态 分 布 曲线 平坦 的 分 布 ， 其 峰 度 大 于 3; 反之 ， 则 小 于 3。 


*。 kurtosis 
功能 : 样本 峰 度 。 
格式 : k= kurtosis(X) 
说 明 : K= kurtosisCX) 返 回 数据 样本 X 的 峰 度 。X 若 为 矢量 ，kurtosisCX) 返 回 X 中 元 
素 的 峰 度 ;， X 若 为 窃 阵 ，kurtosis(X) 给 出 的 结果 为 一 个 行 矢 量 ， 其 每 个 元 素 
为 X 的 对 应 列 元 素 的 峰 度 。 














举例 : X = randn([5 4]) 
这 三 
1.1650 .69561 一 1 4462: .213600 
0.6268 ”0.0591 -0.7012 -0.1356 
0.0751 “1.7971 1.2460 -1.3493 
0.3516 “0.2641 -0.6390 -1.2704 


一 0.6965 0.8717 0.5774 0.9846 
kurtosis (X) 


2.1658 1.2967 1.6378 1.9589 


参见 : mean, moment, skewness, std, var。 


(2) 样本 偏 度 
偏 度 是 样本 数据 围绕 其 均值 的 对 称 情况 的 度量 。 如 果 偏 度 为 负 ， 则 数据 分 布 偏向 于 其 均 
值 的 左边 ， 反 之 ， 则 偏向 右边 。 样 本 分 布 的 偏 度 定义 为 


的 
了 C -入 
GT 


(1.4.8) 


ECO 是 x 的 期 望 。 
正 态 分 布 〈 或 其 他 相当 对 称 的 分 布 ) 的 偏 度 为 0。 


* skewness 
功能 : 样本 偏 度 。 
格式 : y= skewncss(X) 
说 明 : skewness(X) 返 回 数据 样本 的 偏 度 。X 若 为 矢量 ，skewness(X) 返 回 X 中 数据 
元 素 的 偏 度 ，X 若 为 矩阵 ，skewness(X) 给 出 的 结果 为 一 个 行 矢量 ， 甚 每 个 元 
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素 为 X 的 对 应 列 的 偏 度 。 
举例 : X = randn([5 4]) 
共 画 
1 .1650 1.6961 一 1.4462 一 0.3600 
0.6268 0.0591 一 0.7012 一 0.1356 
030751 .1.37971 上 .2460, 一 上 .3493 
0.3516 0.2641 一 0.6390 一 1.2704 
一 0.6965 0.8717 0.5774 0.9846 
Y = skewness (X) 
Y = 


一 0.2933 0.0482 0.2735 0.4641 
参见 : kurtosis, mean, moment, std, var。 


1.4.9 自助 法 (Bootstrap) 


在 近 10 年 中 ， 不 少 统计 文献 研究 了 通过 重新 采样 数据 ， 获 取 有 关 统 计 估计 量 不 确定 性 
信息 的 性 质 。 自 助 法 实施 的 过 程 涉及 从 一 个 数据 库 中 选取 和 用 同样 的 方法 分 析 每 一 个 复位 样 
本 。 所 谓 复位 样本 就 是 每 一 个 从 数据 库 中 采集 的 样本 在 采样 完毕 后 都 归还 到 数据 库 中 。 每 次 
用 于 bootstrap 采样 的 样本 元 素 即 为 数据 库 中 的 初始 元 素 。 因 此 ， 某 一 来 自 初 始 数据 库 的 特 
定数 据 能 够 在 一 个 给 定 的 bootstrap 样本 中 出 现 多 次 。 所 获得 的 样本 估计 量 的 范围 能 使 我 们 
掌握 所 估计 的 量 的 不 确定 度 。 

图 1.4.3 的 数据 来 自 对 15 个 法 律 学 校 学 生 的 LAST 分 数 和 GPA 进行 比较 的 样本 


1oaqd 1awqat+a 





plot (1sat,gpa，'+') 
1sline 





50 50 600 630 700 
图 1.4.3 LAST 分 数 和 GPA 的 最 小 二 乘 拟 合 线 


图 1.4.3 中 的 最 小 二 乘 拟 合 线 表明 ，LAST 分 数 随 着 GPA 的 提高 而 增长 。 但 我 们 确信 此 
结论 的 程度 是 多 少 ? 曲线 只 给 出 了 直观 的 表现 ， 但 没有 量 的 表示 。 我 们 可 以 用 corrcoef 函数 
来 计算 两 变量 间 的 相关 系数 。 

hohat=Ccorrcoef (1sat,gpa) 

rhohat = 

1.0000 0.7764 
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0.7764 1.0000 

结果 表明 , LAST 分 数 与 GPA 变量 间 存 在 确定 的 联系 , 二 者 的 相关 系数 为 0.7764。0.7764 
看 起 来 较 大 , 但 我 们 仍然 不 能 把 握 在 统计 上 其 显著 性 有 多 大 。 因 此 米 用 bootstrp 盟 数 对 LAST 
分 数 和 GPA 的 伴 汪 重新 采 翌 多 次 ， 并 考察 相关 系数 的 变化 情况 。 

rhos1000=bootstrPp(1000，'corrcoef'y1lsatvgPpa) 7 

上 面 的 命令 对 LAST 分 数 和 GPA 数据 实施 1000 次 采样 , 并 计算 每 组 样本 中 二 者 的 相关 
系数 ， 计 算 结果 的 直方 图 表示 如 图 1.4.4 所 示 。 

hist (rhosl000(:，2)，30) 


结果 显示 ， 
相关 性 。 而 且 ， 


100 





so 上 


10 


50 


50 








如 



































站 证 


图 1.4.4 LAST 分 数 和 GPA 数据 相关 系数 直方 图 





相关 系数 的 绝 大 多 数 在 区 间 [0.4.1.0] 内 ， 表 明 LAST 分 数 和 GPA 具有 确定 的 
进行 这 样 的 分 析 不 需要 对 相关 系数 的 概率 分 布 做 出 很 强 的 假设 。 


。 bootstrp 


功能 : 


格式 : 


说 明 : 


通过 对 数据 重新 采样 进行 自助 统计 。 
bootstat = bootstrp(nboot'bootfun .d1…) 

[bootstat,bootsam] = bootstrp(.…) 
bootstrp(nbootv'bootfun',.d1,…) 对 数据 样本 采样 nboot 次 ， 每 次 采用 “bootfun” 
函数 (bootfun 为 用 户 确定 的 函数 ) 进 行 分 析 。nboot 必须 是 正 整数 。d1，d2… 
为 “bootfun” 函 数 所 需 的 参数 。 

[bootstatbootsam] = bootstrp(.…) 将 统计 结果 返回 bootstat。 bootstat 的 每 一 行 是 
bootstat 每 次 采样 并 进行 分 析 后 的 结果 。 如 果 每 次 分 析 的 结果 为 一 矩阵 ， 则 输 
出 自动 转换 为 一 父 量 并 保存 在 bootstat 中 。 bootsam 给 出 被 采样 数据 在 数据 库 
中 的 序数 矩阵 。 
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1.5 假设 检验 


1.5.1 概述 


假设 检验 是 统计 推断 的 基本 问题 之 一 , 主要 是 确定 关于 样本 总 体 特征 的 判断 是 否 合理 的 
过 程 。 按 一 定 规则 (检验 准则 ) 根 据 样本 所 作假 设 H 是 否 成 立 ， 以 决定 是 接受 还 是 否定 H。 假 
设 检验 的 判断 和 结论 是 根据 样本 做 出 的 ， 故 具有 “ 梳 率 性 ”。 

例如 ， 马 萨 诸 塞 州 无 铅 汽油 的 平均 价格 为 每 加 仓 1.15 美元 。 怎 样 决 定 这 个 说 法 是 正确 
的 呢 ? 您 当然 可 以 调查 ， 州 内 每 个 加 油 站 出 售 了 多 少 油 ， 价 格 分 别 是 多 少 ? 这 种 方法 当然 是 
确切 的 ， 但 用 此 方法 来 获得 信息 并 不 一 定 值得 。 

-个 简单 的 方法 就 是 在 州 内 随机 抽取 少数 的 加 油 站 ， 查 明 其 价格 以 及 销售 量 ， 将 统计 结 
果 与 1.15 美元 的 价格 相 比较 。 当 然 ， 所 统计 的 平均 价格 或 许 恰 好 等 于 1.15， 但 绝 大 多 数 情 
况 下 ， 是 有 差异 的 。 如 果 算 出 来 的 平均 价格 为 1.18, 那 么 ， 这 是 否 就 说 明 原来 的 假设 就 不 正 
确 呢 ? 假设 检验 就 是 解决 此 类 问题 的 方法 。 

首先 对 几 个 必要 的 名 词 作 简要 的 解释 。 

* 零 假 设 一 一 即 初始 判断 。 此 例 中 ， 零 假设 是 平均 价格 每 加 仑 1.15 美元 ， 表 达 为 


万 :AU 一 1.15 (15.D) 
对 此 有 三 种 可 能 的 备 选 假设 〈 也 称 对 立 假设 ) 
如: NU>115 ， 楞 : NU<115 :; 局: wzl15 (152) 


显著 性 水 平一 一 是 与 支持 对 立 假设 而 拒绝 零 假设 的 确定 度 有 关 的 量 。 在 小 样本 的 前 提 
下 , 不 能 肯定 自己 的 结论 ,所 以 事先 约定 ， 如果 观测 到 符合 零 假设 的 样本 值 的 概率 小 
于 显著 性 水 平 w， 则 拒绝 零 假 设 。 典 型 的 显著 性 水 平 w 一 0.05 。 如 果 要 减少 犯错 误 的 
可 能 ， 可 取 更 小 的 值 。 
"p- 值 一 一 在 假定 零 假设 为 真 的 条 件 下 , 观测 给 定 样本 结果 的 概率 值 。 如 果 p- 值 小 于 w ， 
则 拒绝 零 假设 。 反 之 则 并 非 如 此 ， 如 果 p- 值 大 于 w ， 则 并 不 能 肯定 就 接受 零 假设 。 此 
时 ， 您 只 是 没有 足够 的 证 据 来 拒绝 零 假设 。 
假设 检验 的 输出 包括 置信 区 间 。 不 严格 地 说 ， 置 信 区 间 是 那些 包含 真实 的 假设 量 的 可 选 
概率 的 值 的 范围 。 例 如 ， 假 设 1.15 在 均值 为 上 的 9%5% 置 信 区 间 内 ， 即 意味 着 在 0.05 的 显著 
性 水 平 下 ， 不 能 拒绝 零 假 设 。 相 反 ， 如 果 100 (1 一 K ) %% 置 信 区 间 内 并 不 包含 1.15， 那 么 ， 
在 % 显著 性 水 平 下 ， 可 以 拒绝 零 假 设 。 
假设 检验 过 程 的 差别 经 常 来 源 于 研究 者 对 于 数据 样 木 所 做 的 假设 之 不 同 。 乙 检 验 假设 数 
据 为 同一 正 态 分 布 的 独立 样本 ， 并 且 已 知 标准 差 。 而 + 检验 的 假设 除了 通过 数据 估计 标准 差 
而 非 规定 一 个 已 知 标准 差 值 外 ,其 他 的 假设 与 乙 检验 相同 。 这 两 种 检验 方法 具有 相关 的 信 噪 
比 。 
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信号 为 算术 平均 值 与 假设 均值 之 差 : 噪声 为 指定 的 或 估计 的 标准 差 。 


Z= 二 上 或 7 一 (1.5.3) 
G 8 








如 果 零 假设 为 真 , 则 Z 服从 标准 正 态 分 布 NIO)- T 服从 自由 度 为 v 的 学 生 + 分 布 , 其 中 ， 
v 等 于 数据 个 数 减 1。 
举例 ， 
使 用 汽油 价格 数据 gas.-mat。 有 两 组 样本 ， 每 组 20 个 数据 ， 分 别 为 1993 年 一 月 和 二 月 
的 价格 。 
load gas 
Prices = [pricel price2] 
PILE1ICesS = 三 
119 118; 117 115; 115 115? 116 122; 112 1187 
21.1215 115 120; 人 22 二 225 116 120; 118 1137 
109 120; 112 123; 119 121; 112 109; 4177TL37 
了 114 120: 109 116: 109 118: 118 125 
假设 马萨诸塞 州 各 加 油 站 汽油 的 价格 标准 差 为 每 加 仓 4 美 分 。 用 了 检验 来 判断 零 假设 : 
-月 份 每 加 仑 汽油 的 平均 价格 为 1.15 美元 。 
[h,pvalue,ci]l = ztest (Pricel/100,1.15,0.04) 


1.1340 1.1690 
检验 结果 给 出 布尔 值 h。 当 h 王 0， 则 不 能 拒绝 零 假 设 。 检 验 结果 表明 ，1.15 美 
的 。95% 置 信 区 间 明 显 包 含 了 $ 1.15。 
二 月 份 如 何 ? 下 面 用 T 检 验 来 判断 。 现 在 假设 不 知 价格 的 标准 差 。 
[h,pvaluevci] = ttest (Price2/100,1.15) 
h = 
呈 
Pvalue = 
4.9517e-04 


理 


出 
部 
落 








ci = 
1.1675 1.2025 
结果 给 出 hb 王 1。 在 0.05 显著 性 水 平 下 ， 应 拒绝 零 假设 。 由 结果 也 可 以 看 出 ，$ 1.15 并 
非 二 月 份 的 合理 价格 ，95% 置 信 区 间 的 下 限 大 于 1.15- 
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函数 ttest2 提供 了 比较 两 个 样本 均值 的 功能 。 
[hv,sigvci] 


ttest2 (Pricel,Price2) 


一 527845, 一 0v9155 


置信 区 间 的 结果 表明 ， 一 月 的 价格 比 二 月 的 价格 低 1 一 6 美 分 。 
图 (图 1.5.1)。 


boxplot (Prices,1) 


set (gca 'XLtickLabe1ls'v str2mat ('January'v 'February') ) 
xlabel ('Month') 


Ylabel('Prices ($0.01)') 。 


125 





人 01) 
-D9: 
Fa 





图 1.5.1 汽油 价格 的 Box 图 
1.5.2 ”函数 详解 


统计 工具 箱 提供 了 常用 的 几 种 检验 方法 的 函数 ， 见 表 1.5.1 。 


表 1. 5. 1 ”假设 检验 函数 表 


函数 名 称 
大 和 交 析 和 检 驱 
Signrank 


威 尔 科 克 符 号 秩 检验 
Signtest | 成 对 样本 的 符号 检验 
IESL 单 样 汪 ( 信 验 

双 样 本 (检验 

z 检 验 














1 ranksum 
功能 : 两 个 总 休 一 致 性 的 威 尔 科 克 秩 和 检验 。 
格式 : p = ranksum(x.yalpha) 
[p.h] = ranksum(x,yalpha) 
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下 面 给 出 了 相应 的 Box 
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2 


举例 : 


参见 : 
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说 明 : p= ranksum(x,yalpha) 返 回 两 个 总 体 样本 x 和 y 为 一 致 的 显著 性 概率 。x 和 y 都 











是 矢量 ， 但 长 度 可 以 不 同 ， 如 果 二 者 长 度 确实 不 同 ， 则 应 安排 x 的 长 度 小 于 y 
的 长 度 。Alpha 为 指定 的 显著 性 水 半 ， 是 取 值 区 间 为 [0， 了 的 标量 。 
[p,h] = ranksum(x,yalpha) 返 回 假设 恰 验 的 结果 h。 如 果 伴 本 总 体 x 和 y 并 非 明 
显 不 “ 致 ， 则 h=0; 否则 ，h=1。 
对 服从 泊 松 分 布 的 两 组 随机 数 样本 的 均值 是 否 相同 进行 检验 。 
X = poissrnd(5,10,1) 
Y = poissrnd(2,20,1)7 
[pvh] = ranksum(xvyv0.05) 
pb = 
0.0028 
和 
业 


Signrank, Signtest ttest2。 


signrank 


功能 : 
格式 : 


说 明 : 


举例 : 


参见 : 


威 尔 科 克 符号 秩 检验 。 

Pp= signrank (xyalpha) 

[p.hl = signrank (x.y,alpha) 

p= signrank(x,yalpha) 给 出 两 个 配对 样本 x 和 y 的 中 位 数 相等 的 假设 的 显著 性 
概率 .矢量 xy 的 长 度 必 须 相同 ,alpha 为 给 出 的 显著 性 水 平 , 取 值 区 间 为 [0.1]。 
[ph] = signrank (x,y'alpha) 返 回 假设 检验 的 结果 h。 如 果 这 两 个 样本 的 中 位 数 之 
差 几乎 为 0， 则 h=0; 若 有 显著 差异 ， 则 h=1。 

检验 两 个 正 态 分 布 样本 的 均值 是 否 相等 〈 首 先 产生 均值 相同 但 标准 差 不 同 
的 随机 样本 )。 注 意 ， 对 于 正 态 分 布 ， 总 体 的 均值 和 中 位 数 是 相同 的 。 


x = normrnd(0,1v20,1)7 





Y = normrnd(0,2,20,1); 
[pvh] = signrank(xvyv0-05) 
他 三 

0.2568 


ranksum, Signtest, ttest。 


3 signtest 


功能 : 
格式 : 


成 对 样本 的 符号 检验 。 
P = signtest(x,y'alpha) 
[p,h] = signtest(x,y'alpha) 


说 明 : p = signtest(x,yalpha) 也 给 出 假设 两 个 配对 样本 x 和 y 的 中 位 数 相等 的 显著 性 概 
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率 。x 和 y 若 为 矢量 ， 二 者 的 长 度 必 须 相 同 。y 亦 可 为 标量 ， 在 此 情况 下 ， 计 
算 x 的 中 位 数 与 常数 y 之 间 差 异 的 概率 。alpha 为 给 出 的 显著 性 水 平 ， 取 值 区 间 
为 [0.1] 。 
[p,b] = signtest(x,yalpha) 返 回 假设 俭 验 的 结果 h。 如 果 这 两 个 伴 本 的 中 位 数 之 差 
几乎 为 0， 则 h=0; 否则 共有 显著 差异 ， 则 h=1。 
举例 : x = normrnd(0,1,20,1)7 
Y = normrnd(0,2,20,1)， 
[p,h]l = signtest (xyr0.05) 
Pb = 
0.8238 
4 
0 





参见 : ranksum, Signrank, ttest。 


4 ttest 
功能 : 单一 样本 均值 的 + 假设 检验 。 
格式 : h = ttest(xm) 
h = ttest(x,m,alpha) 
[hsig,cil = ttest(x,m,alpha,tail) 
说 明 : ttest(xum) 用 于 正 态 总 体 标准 差 未 知 时 ， 在 0.05 的 显著 性 水 平 下 ， 对 样本 均值 
是 否 为 m( 即 上 ) 的 1 检验 。 
h = ttest(x,m,alpha) 与 ttest(x,m) 功 能 是 一 致 的 ， 区 别 在 于 自己 可 选择 显著 性 水 
平 alpha， 而 且 给 出 检验 结果 h。 
[h,sig,ci] = ttest(x,m,alpha,tailD) 则 可 在 tail 中 规定 备 选 假设 ， 共 有 三 种 情形 : 
tail 一 0( 缺 省 ) 一 一 并 二 人 
tail 一 1 一 一 x>A 





tail 一 -1 一 
sig 与 T 统 计量 有 关 ， 是 在 假设 x 的 均值 等 于 上 时 ，T 的 观测 值 较 大 的 概率 - 
其 中 ，T 统计 量 为 








举例 : 给 出 理论 均值 为 0、 标 准 差 为 1 的 100 个 正 态 随机 数 样本 。 当 然 ， 观 测 样本 
的 均值 和 标准 差 与 理论 值 是 不 同 的， 但 假设 检验 的 结果 却 还 原 其 本 质 规律 。 


X = normrnd(0,1v1v100)7 





[hv sigvci]l = ttest(xy0) 
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0.4474 
ci = 
一 0.1165 0.2620 
结果 h=0， 意 味 着 我 们 不 能 拒绝 零 假 设 。 


5 ttest2 

功能 : 两 个 样本 均值 差异 的 检验 。 

格式 : [hsignificance.ci] = ttest2(x.y) 
[h,significance,ci] = ttest2(x,y,alpha) 
[h,significance,ci] = ttest2(X,y,alpha.tail) 

说 明 : [hsignificance,ci] = ttest2(x,y) 检 验 两 个 正 态 分 布 的 样本 (x 和 y) 是 否 具有 同 
样 的 均值 ， 其 中 假设 二 者 的 标准 差 未 知 但 相等 。significance 是 与 T 统 计量 相 
关 的 概率 值 ， 其 中 

7T= 交 > 
雪 

significance 和 ci 的 意义 分 别 与 ttest 中 的 sig 和 ci 相同 。 
[hsignificance,ci] = ttest2(x,y'alpha) 可 自行 选择 显著 性 水 平 alpha 的 大 小 。 
[h,significance.ci] = ttest2(x.yalpha,taiD) 中 的 tail 给 出 三 种 对 立 假设 : 




















tail 王 0 ( 缺 省 ) 一 一 2: 关 2e 
tail 王 1 一 一 0r>0n 
tail 一 -1 一 一 LA<Arn 





举例 : 首先 产生 均值 为 0， 标 准 差 为 1 的 100 个 正 态 分 布 随机 数 。 然 后 产生 均值 为 
0.5， 标 准 差 为 1 的 100 个 正 态 分 布 随机 数 。 预 定 零 假设 ; 两 个 样本 的 均值 相 
同 。 

X = normrnd(0,1v100,1)7 
Y = normrnd(0.5v,1v,100,1)7 
[hv,significancerci]l = ttest2(xvy) 
h = 

工 
significance = 

0.0017 
办证 :学 

-0.7352 -0.1720 


6 ztest 
功能 : 已 知 方差 的 单 样本 均值 的 假设 检验 。 


格式 : h = ztest(xm'sigma) 


h = ztest(x,m,sigma,alpha) 
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[h,sig,ci] = ztest(x,m,sigma,alpha.tail) 


说 明 : ztest(x,msigma) 是 在 0.05 显著 性 水 平 下 检验 正 态 分 布 的 样本 (x) 是 否 具有 均 


值 m 和 标准 差 sigma。 
h = ztest(x,m,sigma,alpha) 则 可 由 您 确定 显著 性 水 平 atpha 值 ， 并 返回 恰 验 结果 
ho。 
[hsig,ci] = ztest(x,m,sigma,alphavtaiD) 提 供 了 由 tail 标记 的 不 同 对 立 假设 情形 的 
Z 检验 : 

tail 一 0 (〈 缺 省 ) 一 一 工头 人 

tail 王 1 一 YX>A 

tail 一 一 1 = 


Sig、ci 与 ttest 函数 中 相应 参数 的 意义 相同 。 
举例 : x = normrnd(0,1,100,1)7 
m = mean (x) 


0。.0727 
[hv sigvci] = ztest (xy0v1) 
h = 
0 
Sig = 
0.4669 
Ci 一 
一 0.1232 0.2687 
1.6 统计 人 绘 
1.6.1 概述 


统计 工具 箱 在 Matlab 丰富 的 绘图 功能 上 又 增添 了 一 些 特 殊 的 图 形 表现 函数 ,以 充分 、 直 
观 地 展现 样本 其 及 统计 量 的 内 在 规律 。box 图 用 于 描述 数据 样本 ， 也 用 于 通过 图 形 来 比较 多 
个 样本 的 均值 。 正 态 概率 图 是 确定 样本 是 否 为 正 态 分 布 的 图 形 。 分 位 数 -分 位 数 图 用 于 比较 
两 个 样本 的 分 布 ， 等 等 。 主 要 的 函数 见 表 1.6.1。 以 下 各 小 节 详 细 给 出 了 各 函数 的 使 用 说 明 。 
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表 1.6.1_ 统计 绘图 函数 表 
函数 名 称 功能 


boxplot 





errorbar 





fsurfht 
Gline 
Gname 
Lsline 小 二 乘 拟 合 线 
Normplot 
Pareto 
Qqplot 分 位 数 -分 位 数 图 

Reoplot 回归 残 差 图 

Refcurve 参考 多 项 式 

Refline 参考 线 

Surfht 交互 内 插 轮 席 图 



































1.6.2 box 图 


如 图 1.6.1 所 示 ，box 图 为 一 “盒子 ”图 形 ， 其 基本 特征 为 : 

“盒子 ”的 上 底 和 下 底 间 为 内 四 分 位 间距 ;“ 盒 子 ” 上 下 的 两 条 线 分 别 为 样 木 的 25%6 
和 75% 分 位 数 。 

…“ 盒 子 ” 中 间 的 线 为 样本 中 位 数 。 如 果 中 位 数 不 在 “盒子 ”中 间 ， 则 表明 样本 存在 一 
定 的 偏 度 。 

* 虚线 贯穿 “盒子 ”上 下 ， 显 示 了 样本 的 其 余部 分 除非 有 野 值 )。 假 设 
本 的 最 大 值 为 虚线 的 顶端 ; 样本 的 最 小 值 为 虚线 的 底 端 。 缺 省 时 ， 野 信 
端 和 底 端 超过 1.5 倍 内 四 分 位 间距 的 点 ， 在 图 中 ， 野 值 为 超出 虚线 

“ 十 ”表示 数据 的 一 个 野 值 。 

“切口 ”是 样本 中 位 数 的 置信 区 间 。 缺 省 时 ，box 图 是 没有 切口 的 。 


没有 野 值 ， 样 


距离 盒子 顶 



































并 排 给 出 的 两 个 带 切口 的 box 图 相当 于 图 形 化 的 上 检验 。 
四 二 
本 
多 6 
邓 5 | 本 | 
4 
3 
January 
图 1.6.1 box 图 


boxplot 
功能 : 数据 样本 的 box 图 。 
格式 : hoxplot(X) 


说 明 : 


举例 : 














1.6.3 
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boxplot(CX,notch) 
boxplot(X,notch,sym') 
boxplot(X,notch,sym',vert) 
boxplot(X,notch,sym',vertwhis) 
boxplot(X) 为 X 中 的 每 列 数据 绘制 个 box 图 。 
notch 取 1 时 ， boxplot(CX,notch) 绘 制 带 切口 的 box 图 ; 缺 省 ( 即 取 notch 为 0) 
时 ，box 图 无 切口 。 
boxplot(X.notch.sym') 中 的 “sym” 为 野 值 标记 符号 (如 果 有 野 值 的 话 )。 缺 省 
符号 为 “十 ”。 
boxplot(X,notch,sym',verb 中 的 vert 控 制 box 图 水 平 放置 还 是 垂直 放置 。 当 vert 
三 0 时 ，box 图 水 平 放置 ， 当 vert=1 ( 缺 省 ) 时 ，box 图 重 直 放置 。 
boxplot(X,notchvsym',vert,whis) 中 的 whis 定义 虚线 的 长 度 为 内 四 分 位 间距 
(IQR) 的 函数 ( 缺 省 情况 为 1.5*IQR)。 如 果 whis=0， 则 box 图 用 “sym” 规 定 
的 标记 显示 “盒子 ”外 所 有 的 数据 。 
X1 = normrnad(5,1,100,1)7 
x2 = normrnd(6,1,100,1)7 








x = [xl x2]; 
boxp1lot (xv,1) 
图 1.6.2 是 二 者 的 box 图 。 








图 1.62 两 组 正 态 分 布 数据 的 box 图 





由 图 1.6.2 可 见 ，X 中 两 列 数据 的 均值 之 差 约 为 1。 


误差 条 图 


*。 errorbar 


功能 : 


误差 条 图 。 


格式 : errorbar(X,YL,U,symbol) 


errorbar(X,YL) 
errorbar(YIL) 
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说 明 :errorbar(X,YL,U,symboD) 给 出 X~Y 图 以 及 由 L 和 1 规定 误差 界限 的 误差 条 ， 
参见 图 1.6.3。 误 差 条 是 距离 点 (X,Y) 上 面 的 长 度 为 U (iD、 下 面 的 长 度 为 
LO) 的 直线 。X,YL.U 的 长 度 必 须 相 同 。 如 果 它 们 都 是 算 阵 ， 则 每 列 数据 给 出 
一 条 单独 的 线 。Symbol 为 一 字符 串 ， 可 规定 线 的 类 型 、 颜 色 等 。 
errorbar(X,YD) 给 出 其 误差 条 关于 站 对 称 的 X-Y 图 。 
errorbar(YL) 绘 制 区 间 为 [Y-L,Y+L] 的 误差 条 图 。 

举例 : lambda = (0.1:0.2:0.5)7 
xz = poissrnd(lambda (ones (50,1)，:)); 








[p,pci]l = poissfit (r,0.001) 7 
=E 一 pci(1y:) 
U = pci(2,:) 一 P 
errorbar (1:3,PprLvU +') 
L = 
0.1200 0.1600 0.2600 
U = 
0.2000 0.2200 0.3400 





0 
0 

0.4 

02 | 

日 

05 1 15 2 25 3 35 
图 1.6.3 泊 松 分 布 数据 拟 合 的 误差 条 图 


1.6.4 函数 的 交互 轮廓 图 


*。 fsurfht 

功能 : 函数 的 交互 轮廓 图 。 

格式 : fsurfht(fun',xlims,ylims) 
fsurfhtCfun',xlims,ylims,p1.p2.p3,p4.p5) 

说 明 : fsurfht(fun'xlims,ylims) 给 出 fon 函数 的 交互 轮廓 图 ， 参 见 图 1.6.4。 其 中 fun 
为 用 户 指定 的 函数 名 称 。 图 中 ，X 轴 的 范围 由 xlims 一 [xmin,xmax] 确 定 ，Y 
轴 的 范围 由 ylims 王 [ymin,ymax] 确 定 。 
fsurfht(fun'xlims.ylims.p1.p2.p3.p4.p5) 则 另外 给 出 5 个 可 选 参数 提供 给 函数 
fun。 函 数 fun 的 前 两 个 参数 分 别 是 X 变量 和 Y 变量 。 
图 中 分 别 有 一 个 垂直 和 水 平 的 参考 线 (虚线 )， 其 交点 为 当前 的 X 值 和 Y 值 。 
用 户 可 以 拖拉 参考 线 ， 同 时 即 可 观察 到 更 新 的 z 值 (在 图 的 顶部 )。 也 可 在 X 
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轴 和 轴 相 应 的 编辑 框 内 输入 一 定 的 数 而 获得 所 计算 的 z 值 。 
举例 : 绘制 由 gas.mat 文件 提供 数据 的 高 斯 似 然 函数 图 形 。 先 写 一 个 M 文件 
gauslike.m。 
function zZ = gauslike (muv, sigmavPl) 
n = length(P1)7 
z = ones(size(mu))7 
for = 1:n; 
Z=Z.* (normpdf (P1(i) ,muvsigma) )7 
end 
gauslike 函数 调用 normpdf 函数 , 其 中 视 数 据 样本 为 固定 量 而 参数 上 和 * 为 变 
量 。 假 设 汽油 价格 服从 正 态 分 布 ， 现 在 来 看 看 样本 的 似 然 函 数 曲面 。 
load gas 
fsurfht ('gauslike'v [112 118], [3 5],pPricel) 


5 





























3 
112 Ti3 Ti 115 1 Ti7 1 


图 1.6.4 高 斯 似 然 函数 安 互 轮廓 图 


其 中 ， 样 本 均值 为 图 中 X 的 最 大 值 ， 但 样本 标准 差 并 非 为 图 内 Y 的 最 大 值 。 
mumax = mean (Pricel) 
mumax = 三 
115.1500 
Sigmamax = Std(pPricel)*sqrt (19/20) 
Sigmamax 一 
3.7719 


1.6.5 “交互 线 绘制 


*， gline 
功能 : 交互 线 绘制 。 
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格式 : 


说 明 : 


参见 : 
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gline(fig) 
h= gline(fig) 
gline 
gline(fig) 函 数 使 得 运用 鼠 祭 可 在 图 fig 中 点 击 两 点 ， 绘 制 出 以 此 两 点 
的 直线 。 点 击 第 点 后 ， 线 的 “ 端 即 固定 ， 另 “ 端 为 鼠标 移动 所 在 的 位 置 ， 
直至 点 击 鼠 标 时 ， 其 所 在 的 位 置 即 为 线 的 另 一 端 所 在 的 位 置 。 
h= gline(fig) 返 回 线段 的 句柄 h-。 
gline 则 在 当前 图 中 绘制 线段 。 


refline, sname。 

















1.6.6 名称 或 实例 标记 


*。  gname 


功能 : 


格式 : 


说 明 : 


举例 : 














用 实例 名 称 或 实例 号 来 标记 图 中 的 点 。 
gname(cases) 
gname 


h = gnamefcases ,line_handle) 
gname('cases) 显 示 图 形 窗口 (参见 图 1.6.3)。 图 中 给 出 一 个 十 字 叉 ， 可 用 鼠标 
确定 图 中 址 做 标记 的 每 一 点 。 基 体 方法 为 : 用 鼠标 将 十 字 又 移 至 某 点 附近 ， 




















标记 的 点 。 然 后 ， 当 按 下 Retum 或 Enter 键 时 , “cases” 中 的 实例 名 称 就 会 
出 现在 以 上 每 一 上 “cascs” 是 一 个 字符 串 和 矩阵 ， 其 每 一 行 是 一 个 数据 点 
的 实例 名 称 。 不 带 参数 的 gsname 函数 则 用 实例 号 做 标记 。 

h = gname('cases'line_handle) 返 回 由 图 中 文本 对 象 的 句柄 所 组 成 的 矢量 。 如 果 
图 中 有 不 止 一 条 线 ， 数 量 line_handle 用 于 标志 相应 的 线 。 

使 用 城市 数据 库 来 考察 教育 和 艺术 水 平 最 好 及 最 糟 的 城市 。 











Yo 


= 2 


| 











图 1.6.5 名称 或 实例 标记 图 
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load cities 


education = ratings(:v6); arts = ratings(:y7)7 
P1lot (edqucationvarts，'+') 
gname (names) 


参见 : gtext。 
1.6.7 ”绘制 最 小 二 乘 拟 合 线 


*， lsline 
功能 : 绘制 数据 的 最 小 二 乘 拟 合 线 。 
格式 : lsline 
h = lsline 
说 明 : Isline 为 当前 坐标 系 中 的 每 一 线性 数据 组 给 出 其 最 小 二 乘 拟 合 线 ， 可 参见 网 
1.6.6。( 线 条 类 型 为 “一 “一 一 “. 一 ” )。 
h= lsline 返回 线条 的 句柄 。 





2 


10 


0 2 有 6 8 10 
图 1.6.6 数据 的 最 小 二 乘 拟 合 线 





举例 : y=[23.45.6811 12.3 13.8 16 18.8 19.9]: 
Plot (Y，'+ 7) 7 
1sline; 


套 见 : polyfit polyval。 
1.6.8 正 态 概 率 图 


*， normplot 
功能 : 图 形 化 正 态 性 检验 的 正 态 概率 图 。 
格式 : normplot(X) 
h = normplor(X) 
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说 明 : 


举例 : 
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normplot(X) 显 示 数 据 X 的 正 态 概率 图 〈 参 见 图 1. 6.7)。 对 于 矩阵 X， 
normplot(X) 为 其 每 列 显示 一 条 线 。 图 形 以 符号 “十 ”标识 样本 数据 。 麦 加 在 
数据 点 上 的 实 线 是 的 每 列 数据 的 第 一 和 第 三 分 位 间 的 连 线 ( 为 样本 顺序 统 
计量 的 鲁 傣 线 性 拟 合 )。 此 线 延 伸 至 伴 本 的 两 端 , 有 助 于 评价 数据 的 线性 程度 。 
如 果 数 据 确 实 服 从 正 态 分 布 ， 则 图 形 呈 现 为 直线 。 而 其 他 概率 密度 函数 则 表 
现 出 不 同 的 弯曲 。 
h = normplot(X) 返 回 曲 线 的 句柄 。 
产生 一 个 正 态 分 布 样本 并 绘制 其 正 态 概 率 图 ( 见 图 1.6.7)。 
Xx=normrnd(0,1,50,1)7 
h=normp1lot (X) 7 

















0se |-- 
mss |- 


0ss 
nan | -- 


os 上 - 


0so |- 


Protabiay 


02s 上- 


ua 
ps 


nn2 
pt 

















ER ODS + 让 


图 1.6.7 一 个 正 态 分 布 样 本 的 正 态 概率 图 


1.6.9 帕 累 托 图 


*， pareto 


功能 : 
格式 : 


说 明 : 


举例 : 


帕 累 托 图 。 

pareto(y) 

pareto(y,names) 

h = pareto(…) 

帕 累 托 图 亦 称 “ 主 次 因素 排列 图 "简称 “排列 图 ”可 参见 图 1.6.8。 paretoCy) 
将 从 量 y 中 的 每 个 元 素 按 数值 递减 顺序 绘 成 直方 条 ,并 以 其 在 y 中 的 索引 号 
进行 标记 。 各 直方 条 上 方 的 折线 显示 累积 频率 。pareto(y,names) 则 以 字符 串 
矩阵 “names” 中 的 名 称 对 y 中 相应 的 元 素 所 绘 的 直方 条 进行 标记 。h = 
pareto(.…) 还 返回 图 形 的 句柄 。 

某 工厂 生产 了 一 批零 件 ， 并 统计 了 其 中 存在 缺陷 的 各 种 零件 相应 的 数量 ， 将 
其 由 累 托 图 绘制 出 来 ( 见 图 1.6.8)。 


defects = ['pits "7 cracks ') holes ') dents '])7 
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quantity = [5,3,19,25]7 
pareto (quantityvdefects) 





50 


45 
40 
35 


30 
25 
20 
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10 

5 






dents 。 holes pits cracks 


图 1.6.8 ”一 批零 件 的 帕 累 托 图 


参见 : bar, capaplou ewmaplor hisc histfit schart, xbarplor。 


1.6.10 “分 位 数 -分 位 数 图 


” qqplot 

功能 : 两 个 样本 的 分 位 数 -分 位 数 图 。 

格式 : ddplotCX,Y) 
qqplot(X,Ypvecc) 
h = qqplot(…) 

说 明 : qqplot(X.Y) 显 示 两 个 样本 的 分 位 数 -分 位 数 图 (参见 图 1.6.9)。 如 果 两 个 样本 来 
源 于 同一 分 布 ， 那 么 ， 图 中 的 曲线 为 直线 。 若 X 和 Y 为 矩阵 ， 则 为 它们 的 
每 列 数据 绘制 单独 的 曲线 。 图 中 样本 数据 以 “十 ”符号 表示 。 并 将 位 于 第 一 
分 位 数 和 第 三 分 位 数 间 的 数据 拟 合 绘制 成 这 是 两 个 样本 顺序 统计 量 
的 鲁 棒 线 性 拟 合 )。 此 线 外 推 至 样本 数据 的 两 端 ,以 帮助 用 户 评估 数据 的 线性 
gqplot(X,Ypvec) 擅 数 可 在 pvec 矢量 中 规定 分 位 数 。 
h = qqplot(.…) 则 返回 线段 的 句 怖 。 

举例 : 首先 产生 两 个 不 同 均值 和 标准 差 的 正 态 分 布 样本 ， 然 后 作出 其 分 位 数 -分 位 数 
图 ( 见 图 1.6.9)。 
X=normrnd(0,1,100,1) 
Y=normrnd(0.5,2,50,1) 
Gaqp1Lot (xyY) 
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粳 














xuaas 
图 1.6.9 两 个 正 态 分 布 样本 的 分 位 数 -分 位 数 图 





1.6.11 回归 残 差 图 


*， rcoplot 
功能 : 回归 残 差 图 。 
格式 : rcoplot(rrint) 
说 明 : rcoplot(rrinb 将 试验 样本 回归 后 的 残 差 及 其 置信 区 间 绘 制 成 误差 条 图 (可 参见 
图 1.6.10)， 其 中 r 和 rint 来 自 函 数 regress 的 输出 。 图 中 按 数 据 的 顺序 给 出 各 
举例 : X = [ones(10,1) (1:10)']7 
Y = Xx[10;1] + normrnd(0,0.1,10,1)7 
































[b,bint,rvrint] = regress(y,X,0.05) 
Cop1lot (rrint) 7 
参见 : regress。 
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图 1.6.10 ”试验 样本 回归 的 回归 残 差 图 


1.6.12 
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参考 多 项 式 


*。 refcurve 


功能 : 
格式 : 
说 明 : 


举例 : 


在 当前 图 形 中 给 出 多 项 式 拟 合 曲线 。 

h = refcurve(p) 

refcurve(p) 在 当前 图 中 给 出 多 项 式 p( 以 系数 矢量 p 表示 ) 的 曲线 (参见 图 
1.6.11)。 灾 阶 多 项 式 函数 为 


用 


了 = 局 太 +PoxTI+A 十 PiX 二 记 (1.6.1) 


h = refcurve(p) 返 回 曲线 的 句柄 。 
绘制 火箭 飞行 高 度 图 ， 即 用 多 项 式 表 达 其 理论 高 度 〈 假 设 无 空气 阻力 )， 与 
实际 飞行 高 度 〈 图 中 以 “十 ”表示 ) 进行 比较 。 
普 = 一 4.9x2 +100x+0 (1.6.2) 
即 初始 高 度 为 0， 速度 为 100m/s。 
h= [85 162 230 289 339 381 413 437 452 458 456 ? 
440 400 356]; 
P1lLot (h,，'+7) 





refcurve([-4.9 100 0]) 





500 


300 











图 1.6.11 火箭 飞行 高 度 多 项 式 拟 合 曲线 


参见 : polyfit polyval, refline。 
1.6.13 ”参考 线 
sefline 
功能 : 在 当前 图 中 给 出 参考 线 。 
格式 : refline(slope,intercepb 
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refline(slope) 

h = refline(slope,intercept) 

refline 

说 明 : refline(slope,intercepb 在 图 中 给 出 斜率 为 slope、 蕉 距 为 intercept 的 直线 

见 图 1.6.12)。 而 refline(slope) 中 ，slope 为 ”个 二 元 矢量 ， 所 给 出 的 直线 为 
y= slopeC2)+ slope(D) x (1.6.3) 

h = refline(slope.intercepb 返 回 直线 的 句柄 。 

refline 则 给 出 图 中 各 线性 对 象 的 最 小 二 乘 拟 合 线 〈 以 下 线 型 除外 :“ 一 ”. 
“一 一 ，“.-” )， 这 与 函数 lsline 是 相同 的 。 

举例 : 学 本 93 人 33321222wG]TR 
plot (Y，'+ 7") 
refline(0,3) 














图 1.6.12 ”数据 样本 的 参考 线 图 


参见 : lsline, polyfit, polyval, refcurve。 


1.6.14 ”交互 内 插 轮 廊 图 


*。 surfht 

功能 : 交 旺 内 捕 轮 廓 图 。 

格式 : surfht(x,y.Z) 

说 明 : 在 surfht(xy'Z) 中 ，x 和 y 是 曲线 图 中 x 轴 和 y 轴 的 坐标 从 量 。x 的 长 度 必须 

与 乙 的 列 数 相同 , y 的 长 度 必 须 与 Z 的 行 数 相 同 。surfht(x,y,Z) 根 据 给 出 的 x、 

y、Z 数据 ， 提 供 任 意 的 x、y 的 坐标 值 上 Z 的 内 插值 。 图 中 给 出 了 水 平和 
直 参 考 线 ， 其 交点 确定 当前 的 x 坐标 和 y 坐标 。 可 以 任意 拖拉 参考 线 ， 或 者 
在 x 轴 和 y 轴 相 应 的 编辑 框 内 输入 坐标 值 ， 则 同时 能 够 直接 观察 到 更 新 的 乙 
的 内 插值 。 
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1.6.15 ” 威 布 尔 图 


-weibplot 

功能 : 威 布尔 分 布 概率 图 。 

格式 : weibplot(X) 
h = weibplot(X) 

说 明 : weibplot(X) 将 X 中 的 数据 显示 成 概率 曲线 (参见 图 1.6.13)。 如 果 X 是 矩阵 ， 
weibplot(X) 则 将 X 的 每 列 各 显示 一 条 曲线 。 
h = weibplot(X) 返 回 曲线 的 句柄 。 
威 布尔 分 布 概率 图 用 于 以 图 形 方式 来 判断 X 中 的 数据 是 否 来 自 威 布尔 分 布 。 
如 果 数 据 服 从 威 布尔 分 布 ， 则 其 曲线 为 直线 ; 否则 有 一 定 的 弯曲 度 。 


moaomy ror 














图 1.6.13 威 布尔 分 布 数据 样本 的 概率 图 
举例 : =weibrnd(1.2,1.5,50,1); 
weibplot (z) 
参见 : normplot。 


1.7 线性 模型 


1.7.1 概述 


线性 模型 是 数理 统计 中 的 一 个 重要 的 应 用 分 支 ， 例如 方差 分 析 、 回 归 分 析 等 ， 都 可 归 为 
线性 模型 通常 可 以 表示 为 以 下 形式 
?了 =XO+e (1.7.1) 
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其 中 ，y 一 一 mx1 观 测 值 向 量 ， 
x 一 一 模型 的 系数 矩阵 ， 
一 px1 参 数 向 量 ， 
E 一 一 7x]l 随机 干扰 矢量 。 
线性 统计 模型 的 内 容 非 常 主 富 , 统计 工具 箱 提 供 了 最 常用 的 “ 些 功 能 。 在 方差 分 析 方 面 ， 
给 出 了 单 因 素 方差 分 析 、 双 因素 方差 分 析 函 数 ; 在 回归 分 析 方 面 ， 给 出 了 多 重 线性 回归 、 多 


























项 式 回归 和 逐步 回归 等 函数 : 工具 箱 还 提供 了 图 形 化 的 一 次 响应 曲面 模型 。 本 章 重点 介绍 上 
述 函 数 的 使 用 。 
[ 具 箱 所 提供 的 线性 模型 分 析 的 主要 函数 见 表 1.7.1。 
表 1.7.1 线性 模型 函 教 表 
函数 名 称 


方差 分 析 


单 因素 方差 分 析 
双 因 素 方差 分 析 
多 重 线性 回归 
scov 给 定 方 美 逢 阵 回归 
ridge 岭 回归 
Sepwise 逐步 回归 GUIL 
polyfit 
多 项 式 回归 polyval 测 
polyconf 给 区 间 的 多 项 式 预 测 
次 响应 曲面 模型 TStool -次 响应 曲面 模型 的 交互 式 图 形 工具 











回归 分 析 























1.7.2 方差 分 析 


方差 分 析 法 , 因 其 基于 统计 数据 的 总 变动 中 因素 引起 的 变动 成 分 与 随机 误差 成 分 的 比较 
而 得 名 ,是 基于 不 多 的 统计 数据 ， 定 量 地 分 析 一 个 或 多 个 因素 对 某 个 应 变量 的 影响 和 作用 的 
显著 性 。 其 前 提 条 件 ， 是 在 各 因素 作用 下 应 变量 分 布 的 正 态 性 和 等 方差 性 。 


(1) 单 因素 方差 分 析 
单 因素 方差 分 析 的 基本 问题 ， 是 比较 和 估计 多 个 等 方差 正 态 总 体 的 均值 。 其 基本 模型 如 
下 : 


芒 =cw+ (1.7.2) 


其 中 ， 六 一 一 观测 值 矩阵 ， 
au 一 其 各 列 为 组 均值 的 窍 阵 (ow 表 示 a 中 第 7 列 的 所 有 行 )， 
一 一 随机 扰动 矩阵 。 
标准 的 ANOVA 表 具 有 4 列 : 平方 和 SS、 自 由 度 df、 均 方 值 (SS/df)、F 统计 量 。 可 以 
使 用 F 统计 量 来 进行 假设 检验 ， 判 断 样 本 的 各 列 数据 是 否 为 同一 均值 。 单 因素 方差 分 析 函 数 
anoval 的 使 用 说 明 如 下 。 








*。 anoval 


功能 : 单 因 素 方差 分 析 。 


格式 : 


说 明 : 


举例 : 
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pP=anoval(X) 
pP = anoval(x,group) 
anoval(X) 对 样本 X 中 的 同 列 或 多 列 数据 进行 均衡 的 单 因 素 方差 分 析 ， 以 比 
较 各 列 的 均值 。 函 数 返回 “和 零 假设 ”( 即 X 中 各 列 的 均值 相同 ) 成 立 的 慨 率 
值 。 如 果 概 率 值 接近 于 零 ， 则 零 假 设 值得 怀疑 ， 表 明 各 列 的 均值 事实 上 是 不 
同 的 。 
anoval(x,group) 对 样本 x 中 由 矢量 group 索引 的 两 组 或 多 组 数据 进行 单 因素 
方差 分 析 以 比较 各 列 的 均值 .输入 参数 group 标明 矢量 x 中 相应 元 素 的 组 别 。 
group 中 的 值 为 整数 ， 最 大 值 为 需要 比较 的 不 同 组 的 数量 ， 最 小 值 为 1。 每 组 
中 至 少 应 有 一 个 元 素 ， 但 并 不 要 求 每 组 中 元 素 个 数 相同 ， 因 此 适合 于 数据 不 
均衡 的 情况 。 用 以 决定 结果 是 否 具有 统计 上 的 显著 性 的 概率 值 大 小 限制 的 选 
择 留 给 用 户 。 
anoval 同时 还 显示 一 张 表 和 一 幅 图 。 表 为 标准 的 ANOVA 表 (参见 表 1.7.2)， 
表 中 将 X 中 数据 的 变化 分 成 两 部 分 : 

* 由 各 列 均值 差异 而 产生 的 变化 ， 

* 由 各 列 的 数据 及 其 均值 问 的 差异 而 导致 的 变化 。 
ANOVA 表 具 有 5 列 数据 ， 

第 一 列 标明 数据 源 : 

第 二 列 给 出 数据 源 的 均 方 和 (SS ); 

第 三 列 给 出 相应 数据 源 的 自由 度 df; 

第 四 列 给 出 均 方 值 ， 即 比率 SS/df; 

第 五 列 给 出 F 统 计量。 
P 值 是 F 的 函数 (fcdD。 随 着 F 的 增加 ，Pp 值 减少 。 图 1.7.1 为 显示 X 中 每 列 
数据 的 box 图 。box 图 中 ,各 列 数据 的 图 的 中 心 线 若 表现 出 较 大 差异 ， 则 相应 
于 下 值 较 大 以 及 p 值 较 小 。 
X 中 的 五 列 数据 分 别 为 1~5 的 常数 与 均值 为 0、 标 准 差 为 1 的 正 态 随机 干 
扰 量 之 和 。 
x = meshgriqd(1:5) 











X 
2345 
2345 
2345 
2.345 


X = X + normrnd(0,1,5,5) 


-1650 3.6961 1.5538 3.6400 4.9551 
.6268 2.0591 2.2988 3.8644 4.2011 
-0751 3-7971 4-2460 2.-6507 4-2348 
.3516 2.2641 2.3610 2.7296 5.8617 
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0.3035 2.8717 3.5774 4.9846 4.9438 
P = anoval (xX) 


p = 
5.9952e 一 05 
由 计算 结果 可 知 ,观察 所 提供 的 X 的 随机 数据 样本 , 给 出 其 各 列 均 值 相同 结 
论 的 概率 小 于 十 万 分 之 六 。 
表 1.7.2 ANOVA 表 





source ls df SG IF | 


Fror 1467 20 0731 
Total 47.56 24 
T T 














0 
1 2 5 4 5 
Column Number 
图 1.7.1 单 因 素 方差 分 析 的 box 图 
下 面 的 例子 源 自 结构 横梁 材料 的 应 力 研究 。 在 每 千 分 之 一 英尺 材料 上 施 以 


3000 磅 


挠 曲 较 少 。 建 筑 工程 师 进 行 此 项 研 从 


力 ， 观 察 横梁 的 挠 曲 ， 观 测 结果 保存 在 矢量 strength 中 。 强 町 的 横梁 
9 目的 在 于 ， 确 定 钢 质 横梁 的 应 力 强 度 











是 否 等 同 于 其 他 两 种 更 昂贵 的 合金 的 应 力 强度 。 在 矢量 alloy 中 ， 钢 材 编码 
为 1， 其 他 两 种 合金 材料 的 编码 分 别 为 2 和 3。 结果 见 表 1.7.3 和 图 1.7.2。 


strength = [82 86 79 83 84 85 86 87 74 82 78 75 76 77 79 ... 
79 77 78 82 79]; 

届 下 1 得 晤 和 [下 二 下 出 二 六 

P = anoval(sLrengLhyalloy) 


P = 
1.5264e 一 04 
表 1.7.3 构 梁 应 力 强度 的 ANOVA 胡 


[see [SS dd JIM IF 


Error 102 17 6 
Total 286.8 19 
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结果 表明 ， 三 种 材料 的 应 力 强度 是 明显 不 同 的 。Box 图 显示 出 钢材 的 挠 曲 比 
其 他 两 种 合金 的 挠 曲 程度 更 大 。 
86 3 了 
区 汉 ] 
82 1 一 十 ] 
到 1 1 
Ra 上 1 ] 
二 1 
7B ERA 
| 
14 一 上 
1 2 3 


Groupn Number 


图 1.7.2 ”横梁 应 力 强度 的 box 图 


参考 : Hogg, R. V and Ledolter Engineering Statistics. MacMillan Publishing Company。 
1987。 


(2) 双 因素 方差 分 析 

双 因 素 方差 分 析 是 一 种 两 因素 、 多 水 平 析 因 试验 数据 的 统计 分 析 方法 ， 目 的 在 于 确认 来 
自 不 同 组 的 数据 是 否 具有 相同 的 均值 。 
假设 一 个 汽车 制造 公司 有 两 个 三 , 都 分 别 制 造 3 种 汽车 。 我 们 来 考察 汽车 的 燃气 里 程 ( 旧 
每 升 汽油 所 跑 的 里 程 数 ) 随 汽 车 种 类 不 同 变化 和 随 工厂 不 同 而 变化 的 情况 。 由 于 工厂 制造 方 
法 的 差异 ， 使 燃气 里 程 有 总 体 的 差别 ; 而 由 于 设计 规定 的 差异 ， 不 同类 汽车 的 燃气 里 程 也 可 
能 不 同 。 另 外 ， 制 造 方法 和 设计 规定 二 者 也 可 能 存在 综合 效应 ， 而 影响 汽车 的 燃气 里 程 。 因 
此 ， 除 非 对 工厂 和 汽车 种 类 相 结合 进行 观察 ， 否 则 不 可 能 观测 到 交互 作用 。 

双 因 素 方差 分 析 是 处 理 这 种 问题 的 典型 方法 。 

首先 建立 问题 的 数学 模型 


) 关 一 A 二 cj 十 Di 十] 方士 5 沽 (1.7.3) 








吾 





























其 中 
项 一 一 观测 值 矩阵 ， 
样本 总 均值 (常数 均值 )， 
aui 一 一 列 元 素 为 组 均值 的 矩阵 各行“ 总 和 为 0)， 





在 





Zi 行 元 素 为 组 均值 的 怎 阵 (各 列 8 总 和 为 0)， 
攻心 交互 作用 项 (矩阵 X 各 行列 的 总 和 为 0)， 








随机 干扰 矩阵 - 
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load mileage 


mileage 


mileage = 


335 
33s> 
32- 
2 
32 . 
3v5 


3000 
4000 
9000 
6000 
5000 
0000 


cars = 3); 


34. 
34. 
335 
人 3 
33.。 
335 


5000 
8000 
8000 
4000 
7000 
9000 


素 方差 分 析 函 数 〈 详 细 使 用 说 明 见 下 文 )， 来 观察 其 结果 : 


397> 
36. 
37- 
36 . 
37:。 
365 


4000 
8000 
6000 
6000 
0000 
7000 


P = anova2 (mileagevcars) 


P = 


0.0000 

mileage 数据 给 出 ， 共 有 三 种 汽车 (3 列 元 素 分 别 代 表 不 同 的 车 种 的 燃气 里 程 ) 和 两 个 工厂 

(两 行 元 素 分 别 表 示 不 同 工 厂 生产 的 车 的 燃气 里 程 )。mileage 有 6 行 数据 ,是 因为 每 个 工厂 为 
每 种 汽车 提供 了 3 辆 车 的 测试 数据 (前 三 行 数据 属于 第 一 工厂 ， 后 三 行 数据 属于 第 二 工厂 )。 

anova2 函数 给 出 的 标准 方差 分 析 (ANOVA) 表 ( 见 表 1.7.4)- 


0.0039 0.8411 


表 1.7.4 ”横梁 应 力 强度 的 ANOVA 表 








JInteraction 





Euer 





Totdl 





用 下 统计 量 来 俱 设 检验 里 程 数 与 车 种 、 工 厂 以 及 车 种 -工厂 交互 作用 的 依赖 关系 。anova2 
则 直接 给 出 了 检验 的 p 值 。 结 果 表 明 ， 车 种 的 p 值 为 0.0000， 明 显 表示 里 程 数 随 车 种 的 变化 
而 变化 ; 工厂 的 p 值 为 0.0039， 表 明 里 程 数 也 因 工 厂 的 不 同 而 存在 差异 。 而 车 种 -工厂 交互 
作用 项 的 p 值 为 0.8411， 表 明 交 互 作用 项 几乎 不 起 作用 。 
注意 ,anova2 所 返回 的 p 值 依赖 于 对 模型 方程 中 随机 干扰 量 所 作 的 假设 .要 获得 正确 的 
p 值 ， 要 求 干扰 量 是 独立 正 态 分 布 ， 且 方差 为 常数 。 


。 anova2 
功能 : 双 因 素 方差 分 析 。 
格式 : P= anova2(X,reps) 
说 明 : anova2(Xvreps) 进 行 均衡 的 双 因 素 方差 分 析 ， 比 较 数 据 样 本 X 中 多 行 和 多 列 

数据 的 均值 。 不 同 询 中 的 数据 表示 单一 因素 的 安 化 情况 ; 不 同行 中 的 数据 表 

示 另 一 因素 的 变化 情况 。 如 果 每 种 行 - 列 对 (“ 单 元 ”) 有 不 止 一 个 的 观测 值 ， 


则 用 参数 reps 来 标明 每 个 “单元 ”多 个 观测 值 的 不 同 标 号 。 下 面 的 矩阵 中 ， 
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列 因 素 有 两 种 水 平 ; 行 因素 有 三 种 水 平 ， 但 每 种 水 平 有 两 组 样本 ， 相 应 地 用 
脚 标 来 标识 。 














2 2021 
2 222 
WA 
TD 22 
区 
7230 2 
anova2 返回 “和 零 假 设 ”( 即 列 数据 的 均值 与 行 数据 的 均值 相同 ) 成 立 的 概率 值 
p。 如 果 概 率 值 接近 于 零 ， 则 零 假设 值得 怀疑 。 用 以 决定 结果 是 否 具 有 统计 
上 的 显著 性 的 概率 值 限 制 的 选择 留 给 用 户 。 通 常 认为 ， 如 果 p 值 小 于 0.05 
或 0.1， 则 结果 较 显 著 。 
anova2 同时 也 显示 一 个 标准 方差 分 析 表 (ANOVYA 表 )， 其 中 ， 按 照 reps 参数 
值 将 X 中 数据 的 变化 情况 分 成 三 或 四 部 分 : 
* 由 各 列 均值 差异 而 产生 的 变化 ， 
* 由 各 行 均值 差异 而 产生 的 变化 ， 
*。 由 列 和 行 因素 的 交互 作用 而 导致 的 变化 (如 果 reps 值 大 于 其 缺 省 值 0)， 
*“ 其 他 因素 。 
ANOYVA 表 共有 5 列 数据 : 
* 第 一 列 标明 数据 源 ， 
“ 第 二 列 给 出 数据 源 的 均 方 和 (SS)， 
“ 第 三 列 给 出 相应 数据 源 的 自由 度 df， 
“第 思 列 给 出 均 方 值 ， 即 比率 SS/df， 
* 第 五 列 给 出 统计 量 ， 即 均 方 比 。 
p 值 是 E 的 函数 〈fcdf)。 随 着 F 的 增加 ，p 值 减少 。 








1.7.3 回归 分 析 


实际 中 , 回 
所 得 公式 进行 统计 描述 、 分 析 和 推断 ， 解 决 预测 、 控 制 和 优化 问题 。 


(1) 多 重 线性 回归 


多 














归 分 析 就 是 用 统计 数据 寻求 变量 加 关系 的 近似 表达 式 一 一 经 验 公式 ， 并 利用 






































线 性 回归 亦 称 “多 元 线性 回归 六 “复线 性 回归 ”其 回归 函数 关于 未 知 参数 和 回归 
变量 都 是 线性 的 多 元 回归 ， 其 变量 关系 为 
7 一 0 二 DOXITTA 十 OKX，+e (1.7.4) 





油 


二 二 





hh， PKi=0,1…,m) 是 回归 系数 ，e 是 随机 误差 ,Ee=0.De= o *。 


60 Matlab 工 具 箱 应 用 指南 一 “应 用 数学 篇 
公式 (1.7.4) 的 另 一 种 表达 方式 为 : 
y=XP+E (1.7.5) 


E~ Nac2D) 























其 中 ，y mt1 观测 值 失 量 ， 
zi 回归 和 拖 阵 ， 
6 一 一 px1 参数 矢量 ， 
坟 m#1 随机 干扰 矢量 。 
多 重 线性 回归 的 主要 内 容 是 : 
1D) 从 对 忆 ，…，Xw 了 的 观测 数据 出 发 ， 求 出 回归 系数 B。 B。.….， 6 的 估计 量 


房 . 记 A 启 
2) 检验 回归 方程 及 各 回归 系数 的 显著 性 。 
3) 利用 经 验 回归 方程 
交房 十 房 思 二 人 十 房 X( 即 了 = XB+E) 


进行 预测 和 控制 。 
回归 方程 (1.7.$) 的 最 小 二 乘 解 为 














已 = 房 =CXX) IX9y (1.7.6) 


多 重 线性 回归 函数 regress 用 QR 分 解法 ( 即 矩 阵 的 正 交 三 角 分 解 ) 计 算 p。 计 算 心 并 不 一 
定 用 QR 分 解法 ， 但 矩阵 R 却 可 用 来 计算 置信 区 间 。 
观测 数据 的 预测 值 可 按 下 述 公式 计算 


放 = 取 = 一 ,也 =X(CXX) XI (1.7.7) 

















残 差 v 为 的 观测 值 和 预测 值 之 差 
7 一 yy 人 =-(1 一 万 )y (1.7.8) 
在 模型 方程 中 ， 残 差 对 应 于 误差 项 ， 因 此 残 差 可 用 于 检验 模型 假设 方面 的 错误 。 因 为 
线性 回归 的 一 个 前 提 假设 是 服从 均值 为 0、 方差 为 常数 的 独立 正 态 分 布 。 
然而 ， 残 差 之 间 却 是 相关 的 ， 而 且 其 方差 大 小 依赖 于 观测 点 的 位 置 。 因 此 常常 对 残 差 进 
行 “ 学 生化 ”处 理 , 意 为 使 各 残 差 具备 相同 的 方差 。 
在 下 面 的 方程 中 ,“ 学 生化 ”的 残 差 mw， 服 从 自由 度 为 (xz-m) 的 学 生 t 分 布 。 














民 





其 中 


时 


全 (1.7.9) 
mn-p-1 w-p-DG0-7) 
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一 一 第 ;个 数据 点 的 “学 生化 ” 残 差 





广 一 一 第 ;个 数据 
严 样本 容量 

六 一 一 异型 中 参数 的 数量 
只 








点 的 初始 残 差 


矩阵 H 的 第 z 个 对 角 元 素 


和 ?0 一 -除去 第 ! 个 数据 点 后 误差 error) 的 方差 的 估计 
通过 比较 二 和 学 生 t 分 布 的 临界 值 ， 可 以 对 野 值 进行 假设 检验 。 如 果 很 大 ， 可 以 怀疑 





观测 值 为 野 值 。 
每 一 残 差 均 值 的 置信 区 间 为 
ci = 二 ff ae Gu 
(号 "] 人 


1-) (1.7.10) 


如 果 置 信 区 间 中 未 包含 0， 则 意味 着 在 显著 性 概率 为 x 的 条 件 下 ， 残 差 均 值 为 0 的 假设 


是 不 能 接受 的 。 


*。 regress 
功能 : 多 重 线性 回归 。 
格式 : b = regress(YX) 


[b.bintrrintstats] = 
[b,bintrrintstats] = 


Tegress(Y'X) 
regress(y,X,alpha) 


说 明 : b= regress(yX) 返 回 基于 观测 值 y 和 回归 和 托 阵 X 的 最 小 二 乘 拟 合 B 的 结果 。 


[b,bintrrintstats] = 


regress(YX) 则 给 出 B 的 估计 b、8B 的 95% 置 信 区 间 〈Px#2 


矢量 rinb)、 残 差 r 以 及 每 个 残 差 的 95% 置 信 区 间 (ms2 矢量 rinb); 矢量 stats 


给 出 辐 归 的 R? 统 守 
[b.bintrrint'stats] = 








量 和 F 以 及 p 值 。 
Tegress(y,X,alpha) 的 不 同 点 在 于 它 给 出 的 结果 置信 区 间 为 


100(1 一 alpha)% ， 其 他 都 相同 。 


举例 : 假设 真实 模型 为 
?=10+Xx+E 
E~N(0.0.011) 
其 中 7 为 单位 矩阵 。 


(7.1D 


X = [ones(10,1) (1:10)'] 


X = 


PP PP PP PP Ph PP PP 
Daouumwn PP 
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了 :站 
和 
1 10 


Y = X*[10;71] + normrnd(0,0.1,10,1) 
世 


155 
12.0627 
13.0075 
14.0352 
14.9303 
16.1696 
17.0059 
18.1797 
19.0264 
20.0872 

[b,bint] = regress(y,Xr0.05) 

b = 
10.0456 
1.0030 

bint = 
9.9165 10.1747 
0.9822 1.0238 

参考 ; Chatterjee, S. and A. S. Hadi. Influential Observations, High Leverage Points, and 
Outliers in Linear Regression. Statistical Science, 1986. pp. 379 一 416. 


(2) 给 定 方差 矩阵 的 线性 回归 
lscov 函数 提供 了 给 定 方差 时 线性 模型 的 求解 方法 ， 以 下 是 函数 的 使 用 说 明 。 


*。 lscov 
功能 : 给 定 方差 矩阵 的 线性 
格式 : X=lscov (A.B,V) 
[X, DX] = lscov (A,B,V) 
说 明 ;: X= lscov (A,B,V) 按 最 小 二 乘法 求解 回归 方程 A*X = B + E, 返回 回归 系数 X。 
其 中 ，E 服从 正 态 分 布 ， 均 值 为 0， 方 状 为 V; A 为 MxN 算 阵 ， 且 M>N; 
经 典 的 线性 代数 求解 公式 为 








加 





归 。 








X = inv(A*inv(V)*A)*A*inv(V)*B (1.7.12) 
而 用 最 小 二 乘法 得 到 的 结果 为 
X 一 min[(A*X-B)*inv(V)#*(A*X-B)] (1.7.13) 


[X, DX] = lscov (A,R,V) 除 返 癌 同 归 系 数 X 外 ， 还 返 同 系数 的 标准 误差 DX- 
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DX 的 标准 计算 公式 为 : 
mse = B'*#(inv(V) -inv(V)*Ax*inv(A'*inv(V)*A)*A'*#inv(V))*B./m-n) (1.7.14) 
dx = sqrt(diag(inv(A'*inv(V)*A)*mse)) (1.7.15) 


参见 : slash, nnls, qr。 


(3) 上 岭 回 归 
岭 回归 亦 称 “ 关 回 归 估计 办 “ 岭 估计 ”， 是 一 种 改进 最 小 一 乘 估 计 的 方法 ， 适 用 于 线性 
回归 模型 中 正规 方程 的 系数 矩阵 XX 接近 奇异 〈 即 1XX ! 的 值 较 小 ) 时 的 情形 。 


*， ridge 
功能 : 岭 回归 的 参数 估计 。 
格式 : b= ridge(y,X,k) 
说 明 : b=ridge(yX,k) 返 回 岭 回归 系数 b。 
求解 所 基于 的 线性 模型 为 
?了 =XP+E (1.7.160) 
其 中 ，X- 一 一 2 各 和 矩阵 
y ma#1 观测 矢量 
k 标量 常数 〈 岭 系数 ) 
的 岭 估计 为 











已 =( 和 XXX+KDXy (1.7.17) 


当 k=0，b 为 最 小 二 乘 估计 。 增 加 k 值 ，b 的 偏 度 增 加 ， 但 方差 减 小 。 应 用 中 
需要 根据 具体 问题 选择 合适 的 k 值 来 权衡 岭 估计 b 的 偏 傈 和 均 方 误差 ， 通常 
取 0<k<1。 
举例 : 本 例 显示 了 随 k 值 增加 ， 岭 系数 的 变化 情况 ( 见 图 1.7.3)。 数 据 采 用 hald 数据 
库 。 
load hald7 
b = zeros (4, 100) 
kvec = 0.01:0.01:1; 
count = 07 
for k = 0.01:0.01:1 
count = Count + 17 
bl(:,count) = ridge (heat,ingredients,k) 7 
end 
PLlot (kvec'vb')v,xLabel('k')v，ylabel('b'v? 
"FontName'， "Symbol') 
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10 T T T T 














图 1.7.3 岭 回 归 的 参数 估计 





瞧 系 数 与 k 值 的 关系 图 
参见 : regress'stepwise。 


(4) 逐步 回归 的 交互 式 图 形 环境 

逐步 回归 是 选择 回归 变量 , 产生 最 优 和 多重 回归 方程 的 一 种 带 用 数学 方法 。 其 基本 思想 是 ， 
将 回归 变量 一 个 一 个 地 选 入 ， 选 入 的 条 件 是 其 偏 回归 平方 和 显著 ; 每 选 入 一 个 新 变量 后 ， 对 
已 入 选 的 各 变量 逐个 进行 显著 性 检验 ， 并 剔除 不 显著 变量 。 如 此 反复 选 入 、 检验、 剔除 ， 直 
至 无 法 剔除 且 无 法 选 入 为 止 。 

逐步 回归 也 可 分 为 两 种 方法 ， 一 种 是 前 向 逐步 回归 ， 即 开始 时 模型 中 无 任何 变量 (模型 
项 ),， 每 一 步 选 入 待 选项 中 一 个 显著 性 最 高 的 项 (具有 高 F 统计 量 和 低 p 值 的 变量 ),， 直至 无 可 
选项 为 止 ， 另 一 种 是 后 向 逐步 回归 ， 首 先 将 所 有 待 选 项 纳入 模型 中 ， 然 后 剔除 最 不 显著 的 变 
量 ， 直 至 剩余 的 变量 都 是 显著 项 为 止 。 

多 重 线性 回归 中 一 个 经 常 遇 到 的 问题 是 输入 变量 间 具 有 交互 作用 而 影响 到 输出 量 , 即 存 
在 相关 性 。 在 这 种 情况 下 ， 模 型 中 一 个 输入 变量 可 能 会 “屏蔽 ”其 他 变量 对 结果 的 “页 献 ”。 
作为 一 个 固定 运算 过 程 , 逐步 回归 函数 对 使 用 者 来 说 是 稍 具 风险 的 ， 因 为 回归 的 结果 是 与 初 
始 模型 和 选 入 策略 密切 相关 的 。 

统计 工具 箱 提 供 了 具备 交互 式 图 形 用 户 界面 (GUD 的 逐步 回归 工具 stepwise 函数 ， 使 用 
户 能 够 更 直观 地 理解 和 操纵 回归 模型 。 用 户 可 用 hald 数据 库 来 研究 stepwise GUI， 有 具体 可 以 
如 下 开始 : 

load hald 







































































stepwise (ingredients,heat) 
其 中 ，hald 数据 库 源 自 不 同 的 水 泥 混合 物 反 应 热 的 研究 。 每 种 混合 物 中 有 4 种 成 分 ， 反 
应 所 产生 的 热量 取决 于 混合 物 中 各 成 分 的 量 的 多 少 。 


*， stepwise 
功能 : 逐步 回归 的 交互 式 环境 。 
格式 : stcpwisc(CX,y) 


stepwise(X,yinmodel) 





加 











stepwise(X.yinmodelalpha) 
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说 明 : 逐步 回归 的 交互 式 界面 由 三 个 相互 联系 的 图 形 窗口 组 成 : 
“逐步 回归 图 
“这 步 回归 诊断 表 
“逐步 回归 历史 图 
每 个 窗口 都 有 激活 区 。 当 鼠标 移动 至 其 中 “个 区 域 时 ， 由 “箭头 ” 变 成 “ 圆 
圈 ”， 点 击 此 点 则 可 在 此 区 域 进行 下 一 步 操 作 。 
stepwise(X.y) 将 给 定 的 数据 X 和 y 进行 逐步 回归 拟 合 。 显 示 三 个 交互 式 图 形 
窗口 ， 以 控制 回归 条 件 和 移动 模型 项 。 
stepwise(X,yinmodeD) 可 以 控制 初始 回归 模型 项 。 矢 量 inmodel 的 值 ， 用 来 标 
明 包含 在 初始 模型 中 的 矩阵 X 的 列 号 。 
stepwise(X,yinmodelalpha) 可 以 进行 拟 合 系数 的 置信 区 间 的 控制 。alpha 为 测 
试 模型 中 每 项 显著 性 的 指标 。 缺 省 地 ，alpha=1- (1-0.025)0e), 其 中 ，p 为 矩阵 
X 的 列 数 。 
最 小 二 乘 系 数 由 填 公 绿色 的 圆 绘 出 。 如 果 某 系数 的 置信 区 间 穿 越 白色 的 值 为 
0 的 线 ， 那 么 此 系数 显然 与 0 相差 不 多 。 影 响 显著 的 模型 项 用 实 线 绘 出 ， 明 
显 接近 于 0 的 项 则 用 点 线 给 出 。 
点 击 图 中 列表 的 回归 系数 及 其 置信 区 间 项 ， 可 以 改变 其 当前 状态 。 如 果 某 项 
包含 在 回归 模型 内 ， 则 此 项 用 绿色 给 出 : 若 排 除 在 模型 外 ， 则 用 红线 给 出 -。 
参考 : Draper Norman and Smith, Harry. Applied Resgression Analysis,Second Edition， 
John Wiley & Sons, Inc. 1981 pp. 307 一 312。 
参见 : regstats, regress, rstool。 


















































1.7.4 多 项 式 回归 





多 项 式 回 归 是 指 回归 函数 是 回归 变量 的 多 项 式 的 回归 。 由 于 任 一 函数 均 可 用 多 项 式 逼 
近 ， 因 此 多 项 式 回 归 有 广泛 的 应 用 。 下 面 是 工具 箱 所 提供 的 多 项 式 拟 合 函数 (polyfib、 多 项 
式 评估 (polyvaD、 多 项 式 预 测 (polyconD 和 拟 合 多 项 式 及 预测 的 交互 式 绘图 函数 (polytool) 的 简 


要 说 明 。 


1 




















polyfit 

功能 : 多 项 式 曲线 拟 合 。 

格式 : [p,S] = polyfitoxcym) 

说 明 : p=polyfit(x,yn) 是 在 最 小 二 乘 意义 上 ， 将 数据 yiD=p(x(GD) 拟 合成 次 数 为 mn 的 多 
项 式 


PCOD= Pi PoX + 区 十 PnP (7.19) 


结果 以 系数 矢量 p 的 形式 给 出 。p 为 一 行 矢量 ， 其 长 度 为 +1, 给 出 按 降 次 寡 
排列 的 多 项 式 的 系数 。 
[p,S] = polyfit(x,yn) 返 回 多 项 式 系数 p 和 矩阵 S。S 用 于 polyval 函数 ， 可 进行 
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举例 : 


参见 : 
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预测 的 误差 估计 。 如 果 Y 中 数据 的 误差 服从 方差 为 常 值 的 独立 正 态 分 布 ， 则 
polyval 产生 至 少 包含 预测 的 30% 的 误差 界 。 
如 果 碟 意 将 S 传递 给 polyval 或 polyconf 来 计算 误差 的 估计 值 ， 则 可 略 去 S。 
[pb,S] = polyfit(1:10, [1:10] + normrnd(0v1,1,10)v1) 
闻 : 关 

1.0300 0.4561 
SS 

一 96214 一 人 "8093T 

0 一 1.4639 

8.0000 0 

2.3180 0 
polyval, polytool, polyconf 。 


2 polyval 


功能 : 
格式 : 


说 明 : 


举例 : 


多 项 式 评估 。 
立 = polyval(p.X) 
[YDELTA] = polyval(p.X,S) 
Y= polyval(p.X) 返 回 给 定 系数 p 和 变量 x 值 的 多 项 式 的 预测 值 。 
[YDELTA] = polyval(p.X.S) 使 用 polyfit 函数 的 可 选 输出 S 来 进行 误差 估计 ， 
给 出 Y 土 DELTA。 如 果 polyfit 函数 的 输入 数据 Y 的 误差 服从 方差 为 常 值 的 
独立 正 态 分 布 ， 则 polyval 产生 的 Y 土 DELTA 至 少 包含 预测 值 的 50% 。 如 果 
p 是 矢量 ， 其 元 素 为 按 降 次 寡 排 列 的 多 项 式 的 系数 ， 则 polyval(p,X) 为 X 处 
多 项 式 的 预测 值 。 如 果 X 为 矩阵 或 矢量 ,给 出 X 的 每 点 处 ( 即 取 每 个 元 素 值 ) 
的 多 项 式 了 预测 值 。 
模拟 函数 y= 工 ， 加 入 标准 差 为 0.1 的 正 态 随 机 误差。 用 polyfit 估计 多 项 式 
的 系数 。 
[pv,S] = polyfit(1:10, (1:10) + normrnd(0,0.1,1,10)，1)7 





X = magic(3) 7 
[Y,D] = polyval(p,X,S) 
玉 己 
8.0696 1.0486 6.0636 
3.0546 5.0606 7.0666 
4.0576 9.0726 2.0516 
巧 二 
0.0889 0.0951 0.0861 
0.0889 0.0861 0.0870 
0.0870 0.0916 0.0916 


: polyfit polytool, polyconf . 
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3 polyconf 
功能 : 多 项 式 预测 和 置信 区 间 评 估 。 
格式 : [YDELTA] = polyconf(p,X.S) 
[YDELIA] = polyconf(p,X,S,alpha) 
说 明 : [YDELTA] = polyconf(p.X,S) 使 用 polyfit 函数 的 可 选 输出 S 来 给 时 





布 。 
[YDELTA] = polyconf(p.X.S.alpha) 则 给 出 100 (1 一 alpha ) % 置 信 
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1 95% 置 信 


区 间 Y 士 DELTA， 假 定 polyfit 输入 数据 的 误差 服从 方差 为 常 值 的 独立 正 态 分 


区 间 。 如 果 


alpha 一 0.1， 则 获得 90% 置 信 区 间 。 如 果 p 是 矢量 ， 其 元 素 为 按 降 次 寡 排 列 
的 多 项 式 的 系数 (如 polyfit 的 输出 )， 则 polyconf (p,X) 为 X 处 多 项 式 的 预测 
值 。 如 果 X 为 矩阵 或 矢量 ， 给 出 X 的 每 点 处 〈 即 取 每 个 元 素 值 ) 的 多 项 式 


预测 值 。 





举例 : 对 列 数 为 100 一 200 的 方 阵 的 因 式 分 解 的 计算 时 间 进 行 预测 并 给 ! 
区 间 。 
an = [100 100:20:200]7 
了 和 二 着 ,站 
有 = rand(ivi); 
七 ic 
B = 1lu(A)7 
t(ceil((I 一 80)/20)) = tocy; 
end 
[P,S] = Polyfit(n(2:7) ,3)7 
[time,dqelta_t] = Polyconf(P,n(2:7)，S,0.1) 
七 ime = 
0.0829 0.1476 0.2277 0.3375 0.4912 0.7032 
delta_t 一 
0.0064 0.0057 0.0055 0.0055 0.0057 0.0064 


4 polytool 
功能 : 拟 合 多 项 式 及 预测 的 交互 式 绘图 。 
格式 : polytool(x,y) 
polytool(xyn) 
polytool(x,yn,alpha) 
说 明 : polytool 函数 采用 回归 模型 ， 通 过 最 小 二 乘法 进行 拟 合 。 














Yi=B+RN+TR ATA+D +G 


2 ~N(a) Vi 


1 90% 置 信 


(1.7.19) 
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1.7.5 
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Cov(2i,2 门 = 0 Vi 


polytool(x,y) 将 列 矢量 x 和 y 拟 合 为 线 ， 并 显示 其 交互 式 图 少 。 此 图 展 为 GUL, 
可 以 通过 改变 所 拟 合 多 项 式 的 阶 次 来 研究 拟 合 效果 。 图 形 同 时 对 于 曲线 的 新 预 
测 值 显示 所 拟 合 的 曲线 ， 并 给 出 全 局 95% 的 置信 区 间 。Y 的 当前 预测 值 及 其 
不 确定 度 也 显示 在 y 轴 的 左 侧 。 

polytool(x.ym) 拟 合 初 始 阶 次 为 n 的 多 项 式 。 
polytool(x.yn.alpha) 则 同时 绘 出 预测 值 的 100 (1-alpha) % 置 信 区 间 。 参 数 n 控 
制 多 项 式 拟 合 的 阶 次 ， 可 在 图 形 上 部 的 弹出 式 菜单 中 选择 多 项 式 的 阶 次 。 在 x 
轴 下 的 编辑 框 内 键入 x 的 值 或 用 鼠标 拖拉 x 的 垂直 标志 线 ,或 者 用 鼠标 点 击 图 
中 任 一 点 时 ，x 的 垂直 标志 线 随 即 自动 移 至 此 处 ， 编 辑 框 内 的 x 值 也 相应 改变 
为 此 点 处 的 值 ， 图形 中 随即 给 出 更 新 的 y 的 预测 值 及 其 置信 区 间 。 当 鼠标 的 箭 
头 靠近 x 的 垂直 标志 线 时 变 为 十 字 叉 状 ， 指 示 此 时 垂直 标志 线 是 可 拖拉 的 。 














二 次 响应 曲面 工具 


响应 曲面 方法 (Response Surface Methodology，RSMD) 用 于 理解 多 个 输入 变量 和 单个 输出 
变量 间 的 量 的 关系 。 

例如 ， 单 输出 变量 z， 是 两 个 变量 x 和 y 的 多 项 式 函 数 。z=hxy) 描 述 了 三 维 空间 Ceyz) 
中 的 一 维 曲面 。 当 然 ， 也 可 以 有 多 个 输入 变量 ， 结 果 则 为 超 曲 面 。 对 于 三 个 输入 Cnwynz)) 的 
情况 ， 其 二 次 响应 曲面 方程 为 


了 = 加 十 思 辣 十 DA 十 DA 十 … (线性 项 ) 


太 光 矶 十 友 厂 二 二 的 妈 态 寺 全 下 诡 革 大 ; 


已 十 Doz2 十 3 夺 〈 二 次 项 ) 


统计 工具 箱 所 提供 的 二 次 响应 曲面 工具 为 rstool 函数 ， 说 明 如 下 。 


*。， rstool 
功能 : 二 次 响应 曲面 的 交互 式 拟 合 和 可 视 化 。 
格式 : rstool(x,y) 


说 明 : 


Tstool(x,y,model) 

Tstool(x:.y,.model alpha, xname' yname') 

rstool(x,y) 显 示 模 型 的 交互 式 预测 图 ， 包 括 预 测 的 95% 置 信 区 间 。 图 形 源 自 

运用 线性 可 加 模型 对 数据 (x，y) 的 多 重 回归 。 

Tstool(X,ymodel) 增 加 了 对 初始 回归 模型 的 控制 。 “model” 可 为 下 列 字符 串 ， 
”interaction” 一 一 包括 常数 项 、 线 性 项 和 交叉 乘积 项 ; 
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*'quadratic” 一 一 在 “interaction” 的 内 容 上 再 增加 平方 项 ; 
*“purequadratic” 一 一 包括 常数 项 、 线 性 项 和 平方 项 。 
Tstool(x,ymodel',alpha) 的 区 判 在 寺 用 曲 条 红色 曲线 给 出 预测 值 100(1-alpha) 
% 全 局 置信 区 间 。 如 ， 当 alpha=0.01 时 ， 给 出 99% 和 置信 区 间 。 
rstool 显示 图 形 的 “矢量 ” 个 是 输入 矩阵 X 的 每 列 数据 矢量 。 响 应 变量 y 
是 与 X 的 行 数 相 匹配 的 列 矢量 。 
rstool(x.ymodel,alpha.xname'yname) 可 在 图 中 的 X 轴 和 Y 轴 分 别 标 上 自 定 
的 “xname” 和 “yname” 名 称 。 
拖拉 白色 参考 线 (虚线 ) 可 以 同时 观察 更 新 的 预测 值 。 或 在 参数 X 的 编辑 框 内 
键入 参数 值 ， 同 样 可 以 获得 相应 的 预测 值 。 
参见 : nlintool。 


1.8 非 线性 回归 模型 











非 线性 回归 模型 (Nonliner Regression Models) 是 其 回归 函数 关于 未 知 参数 具有 非 线 性 结 
构 的 回归 模型 。 模 型 的 拟 合 一 般 很 困难 ， 通 常 首先 需 猜 未 知 参数 的 初始 值 ， 然 后 反复 迭代 。 
每 次 迭代 都 会 修正 当前 的 估 测 值 ， 直 至 算法 收敛 为 止 。 

统计 工具 箱 所 提供 的 函数 见 表 1.8.1， 可 拟 合 以 下 形式 的 非 线性 模型 

?7 了 =FGOoD)+E (1.8.1) 

其 中 盖 一 21 观测 矢量 ， 

F- 一 关于 x、A 的 函数 ， 

x 一 一 5 输入 变量 乱 阵 ， 

6 一 2 待 估计 的 未 知 参数 矢 量 ， 

< 一 2*1 随机 下 扰 矢量 。 





表 1.8.1 非 线 性 同 归 函 数 表 


函数 名 称 功 能 


mlinfit 非 线性 最 小 二 乘 拟 合 
mlintool 非 线性 拟 合 预测 图 





参数 轻信 区 问 
预测 置信 区 间 
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1.8.2 ，” 非 线性 建 模 示例 


以 反应 动力 学 中 的 Hougen-Watson 模 型 为 例 。 模 型 形式 为 


六 三 二 册 本 WO -= 89) 


上 二房 :如 十 J 罗 
其 中 ，B1、p。、... 、p; 为 未 知 参数 ，z、 尺 、 罗 为 3 个 输入 变量 。 三 项 输入 为 氧 、n- 
戊 烷 和 iso- 戊 烷 。 很 显然 ， 上 述 参 数 模型 为 非 线性 模型 。 
文件 reaction.mat 提 供 了 反应 的 仿真 数据 。 
load reaction 
who 


Your variables are: 


beta ate XDn 
mode1 reactants yn 
各 变量 的 意义 为 : 


"rate 一 一 13x1l 反应 率 观 测 矢量 ; 

*reactants 一 一 13x3 反应 物 矩 阵 ， 即 参量 x; 
“beta 一 一 5x1 参数 的 初始 估计 矢量 ， 即 参量 B ; 
“model 一 一 非 线 性 函数 的 名 称 ; 

"xn 一 一 反应 物 名称 的 字符 串 窍 阵 ; 

"yn 一 一 包含 反应 结果 名 称 的 串 。 


(1)， Hougen-Watson 模 型 拟 合 
统计 工具 箱 提供 了 nlinfit 函 数 来 获取 非 线性 模型 的 参数 估计 量 ， 返 回 的 参数 值 为 其 最 小 
二 乘 估计 。 所 采用 的 算法 为 全 局 收敛 的 Levenberg-Marquardt 修 正 的 高 斯 -牛顿 法 。 
nlinfit 函 数 的 执行 所 需 的 参量 首先 是 一 种 特定 的 非 线 性 模型 〈 以 函数 名 称 标志 ， 拟 合 过 
程 中 通过 此 名 称 对 函数 进行 调用 ?， 其 他 输入 数据 为 相应 的 反应 物 数据 、 反 应 结果 数据 以 及 
未 知 参数 的 初始 估 测 值 。 在 Matlab 中 ， 这 样 的 函数 称 为 函数 的 函数 。 
“hougen” 函 数 的 定义 可 为 如 下 形式 : 
function Yyhat = hougen (betayXx) 
bl = beta(1); 
b2 = beta(2) 7 
3. 二 和 betat37 27 
b4 = beta(4)7 
b5 = beta(5); 
xl1 =X(:v，1)7 
x2 = x(:，2)7? 
x3 = xX(:v3)， 





Yhat = 
调用 nlinfit 函 数 对 反应 数据 进行 拟 合 。 


load reaction 


betahat 
betahat 


法 总 


2526 


0.0628 
0. 
0 
条 


0400 


.1124 
-1914 


“hougen” 函 数 名 称 所 代表 的 函数 即 为 (1.8.D) 式 。nlinfit 函 数 还 有 两 个 可 


(blL*Xx2 - X3/b5) ./ (1+b2*x1+b3*Xx2+b4*Xx3) 7 


= nlinfit (reactants,rate 'hougen'vbeta) 
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J 选 的 输出 ， 


即 结果 的 残 差 和 雅 可 比 甜 阵 。 残 差 为 拟 合 值 与 观测 值 之 差 ; 雅 可 比 算 阵 则 类 似 于 标准 线性 回 


归 模 型 中 矩阵 X。 这 两 个 可 选 的 输出 可 用 于 参数 估计 值 和 反应 结果 预测 值 的 置信 


(2) “参数 估计 的 置信 区 间 


使 用 函数 nlparci， 可 以 获得 上 述 参数 估计 值 的 95% 置 信 区 间 。 


[betahatvf,J] = 





区 间 计算 。 


nlinfit (eactantsvrater 'hougen'vbeta) 7 


betaci = nlparci(betahat,f,J) 
betaci = 
一 1.7467 3><2519 
一 0.0377 0.1632 
一 00312 0.1113 
一 0.0609 0.2857 
一 革 -7381 3.1208 
(3) 结果 预测 值 的 置信 区 间 
使 用 函数 nlpredci， 可 以 获得 反应 结果 预测 值 的 95% 置 信 区 间 。 
[yhat，dqelta] = nlpreqdci ('hougen',reactants,betahat,f,J)， 
opd = [rate yhat deltal] 
opd = 
8.5500 8.2937 0.9178 
3.7900 3.8584 0.7244 
4.8200 4.7950 0.8267 
0.0200 一 0.0725 0.4775 
2./1500 2.5681 0.4981 
14.3900 14.2227 0.9666 
2.5400 2.4393 0.9247 
4-3500 3-9360 0-.7327 
13.0000 12.9440 0.7210 
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8.5000 “8.2670 0.9459 
0.0500 一 0.1437 “0.9537 
11.3200 11.3484 0.9228 
3.1300 3.3145 0.8418 
其 中 ， 和 矩阵 opd 中 的 第 “ 列 为 观测 的 反应 率 (rate) 结 果 ; 第 二 列 为 预测 值 ， 其 95% 置 信 区 
间 为 第 二 列 数据 土 第 三 列 数据 。 


(4) “ 非 线 性 拟 合 和 预测 的 交互 式 图 形 用 户 界 面 

用 于 非 线性 模型 的 nlintool 函 数 与 多 项 式 模型 中 的 rstool 类 同 ， 其 输入 参数 与 nlinfit 的 输入 
相同 ， 它 直接 调用 nlinfit。 

nlintool 的 功用 不 仅仅 为 单纯 的 拟 合 和 预测 ， 其 交互 式 图 形 用 户 界面 提供 了 反映 多 维 非 
线性 函数 的 变化 规律 的 图 形 化 综合 环境 。 














1.8.3 ” 非 线性 回归 函数 详解 


1 nlinfit 
功能 : 用 高 斯 -牛顿 方法 进行 非 线性 最 小 二 乘 拟 合 。 
格式 : [betarJ] = nlinfit(X,ymodel,beta0) 
说 明 : beta = nlinfit(X,y"model',beta0) 返 加 由 “model” 描 述 的 非 线 性 函数 的 系数 。 
“model” 是 用 户 提供 的 函数 ， 其 形式 为 





7=8(O.X) 

即 在 给 定 独立 变量 X 和 参数 估计 量 B 后 , “model” 返回 y 的 预测 值 .。 矩阵 和 
中 ， 每 个 独立 变量 有 一 列 数据 。 响 应 结果 y 为 一 列 矢量 ， 其 元 素 个 数 等 于 X 
的 行 数 。 
[betarJ] = nlinfit(X,ymodel',beta0) 返 回 拟 合 系数 beta、 残 差 r 和 雅 可 比 和 矩阵 本 
可 提供 给 函数 nlintool 进行 预测 的 误差 估计 。 

举例 : load reaction 
betafit = nlinfit (reactants,rate 'hougen'vbeta) 


用 


betafit 
.1323 
.0582 
-0354 
“了 站 25 
.2801 


Ph 口 口 口 


参见 : nlintool。 


2 nlintool 


3 


说 明 : 
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: 拟 合 非 线性 方程 并 绘制 交互 式 图 形 。 
: nlintool(x,y,model,beta0) 


nlintool(x,y,model,beta0,alpha) 

nlintool(x,y, model,beta0,alpha,xname',yname') 
nlintool(x,y"model,beta0) 提 供 对 数据 (x，y) 进行 非 线 性 拟 合 的 预测 图 形 。 其 
中 , 用 两 条 红色 曲线 给 出 95% 全 局 置信 区 间 。beta0 是 包含 参数 的 初始 估 测 值 
的 矢量 。 

nlintool(x.ymodel'beta0.alpha) 的 区 别 在 于 其 给 出 预测 值 的 100(1-alpha)% 置 
信 区 间 。 

nlintool 显示 图 形 的 “矢量 ”。 一 个 是 输入 矩阵 X 的 每 列 数据 矢量 。 响 应 变量 
y 是 与 X 的 行 数 相 匹配 的 列 矢量 。 

alpha 的 缺 省 值 为 0.05， 即 对 应 95% 置 信 区 间 。 
nlintool(x,y,model,beta0,alpha,xname',yname) 可 以 在 图 中 的 X 轴 和 Y 轴 分 别 
标 上 自 定 的 “xname” 和 “yname” 名 称 。 

拖拉 白色 参考 线 虚线) 可 同时 观察 更 新 的 预测 值 。 或 在 参数 X 的 编辑 框 内 
键入 参数 值 ， 同 样 可 以 获得 相应 的 预测 值 。 使 用 “Model" 的 菜单 可 交互 地 改 
变 模型 ， 使 用 “Export" 菜 单 可 将 特定 的 变量 移 至 基 木 工作 台 。 























参见 : nlinfit rstool。 

nlparci 

功能 : 非 线性 模型 的 参数 估计 的 置信 区 间 。 

格式 : ci=nlparci(betarJ) 

说 明 : nlparci(betarJ) 是 在 给 定 残 差 r 和 雅 可 比 矩 阵 本 条 件 下 ， 给 出 beta 参数 的 最 小 


举例 : 


参见 : 


二 磁 估 计 的 95% 壮 信 区 间 。 仅 对 于 其 雅 可 比 德 阵 本 的 行 数 大 于 beta 的 长 度 的 
系统 ， 置 信 区 间 的 计算 才 是 有 效 的 。 

mlparci 使 用 mlinfit 的 输出 值 作为 其 输入 值 。 

继续 nlinfit 函数 详解 中 的 举例 。 

1oaqd reaction 


[beta,resids,J]=nlinfit (reactants,rate, 'houqen'，? 


beta) 
ci = nlparci(beta,resids,J) 
CE 二 

一 1.0798 3.3445 

一 0.0524 0.1689 

一 0.0437 0.1145 

一 0.0891 0.2941 


一 1.1719 3.7321 


nlinfit, nlintool, nlpredci。 


4 nlpredci 
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: 非 线性 模型 预测 的 置信 区 间 。 


: ypred =nlpredci(model,inputs,betarJ) 


[ypred,delta] = nlpredci(Cmodel ,inputs,beta.rJ) 


: ypred = nlpredciCmodel'inputs,betarJ) 在 给 定 参 数 P 、 残 差 r 和 雅 可 比 天 阵 


的 条 件 下 , 返回 预测 的 非 线性 系统 响应 值 ypred。 输 入 inputs 是 非 线性 函数 中 
独立 变量 值 的 算 阵 。 
[ypred,delta] = nlpredci(model':inputs,betarJ) 则 增加 了 非 线性 最 小 二 乘 预 测 的 
95% 置 信 区 间 delta。 仅 当 r 的 长 度 超过 beta 的 长 度 以 及 是 列 满 秩 时 ， 置 信 
区 间 的 计算 才 是 有 效 的 。 

nlpredci 将 nlinfit 的 输出 作为 其 输入 。 
继续 nlinfit 函数 详解 中 的 举例 。 


load reaction 








[betavresids,J]=nlinfit (reactantsvrate, 'hougen'v? 
beta) 7 


1 


ci = nlpredci('hougen'y reacLanLsybeLay residsyJ) 
ci = 
8.2937 
3.8584 
4.7950 
一 0.0725 
2.5687 
14.2227 
2.4393 
3.9360 
12.9440 
8.2670 
一 0.1437 
11.3484 
3.3145 


: nlinfit, nlintool, nlparci。 


: 非 负 最 小 二 乘 拟 合 。 


X=nnls (A,b) 

[X,W] = nnls (A,b) 

X = nnls (A,b) 返 回 使 norm(A*X - b) 最 小 的 人 于 或 等 于 零 的 矢量 X。A、b 必 
须 为 实数 。 当 X 中 的 元 素 小 于 0 时 ， 则 用 缺 省 容 凑 TOL 确定 ， 其 中 ，TOL 
=max(size(A)) * norm(A,1) * eps。 另 外 ， 也 可 用 X = nnls (A,b.TOL) 来 替代 。 
[X.W] = nnls (A.b) 还 返 同 二 重 矢量 W。 当 x(D=0 时 ，w(D<0: 当 xG)>0 时 ，w(D) 
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近似 为 零 。 
参见 : lscov , slash。 


1.9 多 元 统计 分 析 


1.9.1 概述 


多 元 分 析 ， 是 基于 同时 对 多 个 对 象 或 变量 联合 观测 所 得 的 多 元 数据 的 分 析 ， 研 究 多 个 变 
量 或 多 个 属性 表征 的 多 元 总 体 。 

多 元 分 析 的 主要 方法 ， 有 主 成 分 分 析 、 聚 类 分 析 、 典 型 相关 分 析 ， 以 及 回归 分 析 、 方 差 
分 析 和 协 方差 分 析 等 等 。 而 主 成 分 分 析 可 以 说 是 最 常用 的 一 种 方法 ， 统 计 工 具 箱 所 提供 的 多 
元 统计 方法 即 为 主 成 分 分 析 ， 其 主要 函数 见 表 1.9.1。 

主 成 分 分 析 亦 称 “ 主 分 量 分 析 ” 或 “分 量 分 析 ” 等 ， 是 将 多 个 相关 变量 简化 为 少数 几 个 
不 相关 变量 的 一 种 多 元 统计 方法 。 其 目的 在 于 简化 统计 数据 和 揭示 变量 间 的 关系 。 每 个 主 成 
分 是 初始 变量 的 线性 组 合 ， 所 有 的 主 成 分 间 相 互 正 交 ， 所 以 没有 宛 余 信息 ， 它 们 构成 数据 空 
闻 的 正 交 基 。 从 数学 的 角度 看 ， 其 根本 思想 在 于 降 维 。 而 其 降 维 是 从 简化 方差 和 协 方差 的 结 
构 来 考虑 的 。 

证 成 分 的 全 体 决 定 于 变量 正 交 集 的 维 数 。 但 通常 情况 下 ， 前 几 个 主 成 分 的 方差 之 和 会 超 
过 初始 数据 方差 总 和 的 80% 。 

多 元 统计 的 固有 困难 之 一 是 多 维 变量 的 可 视 化 问题 。 在 Matlab 中 ,plot 命令 能 够 显示 二 
维 变量 关系 图 形 ， plot3 和 surf 命令 能 够 显示 不 同 的 三 维 视 图 ， 当 变量 超过 3 个 时 ， 则 需 通 














过 想象 来 把 握 它们 之 间 的 关系 。 
表 1.9.1 多 元 统计 分 析 函 数 表 


初始 数据 矩阵 的 主 成 分 分 析 
运用 协 方差 矩阵 进行 主 成 分 分 析 
主 成 分 分 析 残 差 

barttest 巴特 力 特 检验 














1.9.2 主 成 分 分 析 函 数 详解 


1 princomp 
蕊 能 : 主 成 分 分 析 。 
格式 : PC = princomp(X) 
[PC,SCORE,latenbtsquare] = princomp(X) 
说 明 : [PC,SCORE.latenbtsquare] = princomp(X) 对 数据 矩阵 X 进行 主 成 分 分 析 ， 给 出 
各 主 成 分 (PC)、 所 谓 的 Z- 得 分 (SCORE)、X 的 方差 矩阵 的 特征 值 (latenb 和 


76 


Matlab 工 具 箱 应 用 指南 一 “应 用 数学 篇 
每 个 数据 点 的 Hotelling 忆 统 计量 (tsquare)。 


举例 : 计算 Hald 数据 库 中 组 成 成 分 数据 的 主 成 分 以 及 每 个 成 分 的 方差 。 
load hald7 
[Pc, score LIatentvtsquare] = Princomp (ingredients) 7 
Pcv Latent 
Be 一 
0.0678 -0.-6460 0.5673 -0.5062 
0.6785 -0.0200 -0.5440 -0.4933 
-0.0290 0.7553 0.4036 -0.5156 
-0.7309 -0.1085 -0.4684 -0.4844 
latent = 
53473969 
67.4964 
12.4054 
0.2372 

参考 : 本 Edward Jackson, A Users Guide to Principal Components, John Wiley 妈 Sons， 
JInc. 1991. pp. 1-05。 

参见 : barttest， pcacov, pcares- 

2 pcacov 
功能 : 运用 协 方差 矩阵 进行 主 成 分 分 析 。 


格式 : pc = pcacov(X) 


说 明 : 


举例 : 


[pc,latentexplained] = pcacov(X) 

[pc,latenbexplained] = pcacov(X) 通 过 协 方差 矩阵 X 进行 主 成 分 分 析 ， 返 加 
主 成 分 pc)、 协 方差 拭 阵 X 的 特征 值 qatenb 和 每 个 特征 向 量 表征 在 观测 量 
总 方差 中 所 占 的 百分数 (explained)。 





load hald 
covx = cov(ingredients); 
[pc,variances,explained] = pcacov (covx) 
二 

0.0678 -0.6460 0.5673 -0.5062 

0.6785 -0.0200 -0.5440 -0.4933 
-0.0290 0.7553 0.4036 -0.5156 
-0.7309 -0.1085 -0.4684 -0.4844 

Varlances 三 

517.7969 

67.4964 

12.4054 


有 337 达 


参考 : 


参见 : 
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explained = 

86.5974 

11-2882 

人 7 和 

0.0397 
丁 Edward Jackson, A Users Guide to Principal Components, John Wiley & Sons, 

JInc. 1991. pp. 1-25 。 

barttest. pcares. princomp 。 


pcares 


功能 : 
格式 : 
说 明 : 


举例 : 


参考 : 


参见 : 


主 成 分 分 析 的 残 差 。 

residuals = pcares(X,ndim) 

pcares(X,ndim) 返 回 保留 X 的 ndim 个 主 成 分 所 获 的 残 差 。 注 意 ，ndim 是 一 个 
标量 ， 必 须 小 于 X 的 列 数 。 而 且 ，X 是 数据 窍 阵 ， 而 不 是 协 方差 矩阵 。 

本 例 表 明 随 主 成 分 维 数 从 1 增加 到 3，hald 数据 的 第 一 行 的 残 差 不 断 下 降 。 
load hald 





rl = Pcares (ingredients,1); 
2 
r3 = pcares (ingredients,3)7 
rll = zl(1,:) 
Il11 = 

2.0350 2.8304 一 6.8378 ”3.0879 
工 21 二 -QIL7 
z21 = 


pcares (ingredients,2) 1; 


一 2.4037 2.6930 一 1.6482 2-.3425 
一 3 人 
z31 = 
0-2008 0-1957 0-2045 0-1921 
本 Edward Jackson. A Users Guide to Principal Components. John Wiley & Sons. 
JInc. 1991. pp. 1-25。 
barttest, pcacov, princomp 。 


barttest 


功能 : 


格式 : 


说 明 : 


主 成 分 的 巴特 力 特 检验 。 

ndim = barttest(X,alpha) 

[ndim,prob,chisquare] = barttest(x,alpha) 

巴特 力 特 检验 是 一 种 等 方 益 性 检验 。ndim = barttest(x,alpha) 是 在 显著 性 水 平 
alpha 下 ， 给 出 满足 数据 矩阵 X 的 非 随 机 变量 的 n 维 模型 ，ndim 即 模型 维 数 ， 
它 由 一 系列 假设 检验 所 确定 .ndim 三 1 表明 数据 X 对 应 于 每 个 主 成 分 的 方差 
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是 相同 的 : ndim 一 2 表明 数据 X 对 应 于 第 二 成 分 及 其 余 成 分 的 方差 是 相同 的 ， 
等 等 。 
[ndim,prob,chisquare] = barttest(x,alpha) 则 返回 模型 维 数 、 假 设 检验 的 显著 性 值 
和 俭 验 的 疡 值 。 

举例 : x = mvnrnd([0 0]，[1 0.997 0.99 1],20)7 
x(:y/3:4) = mvnrnd([0 0]，[1 0.99; 0.99 1],20); 
x(:,5:6) = mvnrnd([0 0]， [1 0.99: 0-99 1],20) 
[ndim，Prob] = barttest (x，0.05) 
ndim = 
汪 
Prob = 
0 
0 
0 
0.5081 
0.6618 
1.0000 

参见 : princomp. pcacov pcares。 


1.9.3 主 成 分 分 析 示 例 


让 我 们 来 看 一 个 应 用 的 例子 , 其 中 采用 了 329 个 美国 城市 的 生活 质量 的 9 种 不 同 指数 的 
数据 :“ 气 候 ”“ 住 房 "“ 健 康 "“ 犯 罪 ^“ 交 通 ”“ 教 育 " “艺术 ”“ 娱 乐 ” 和 “经 济 ”。 
对 于 这 些 指标 ， 其 数值 较 高 的 表示 为 较 好 的 ， 如 “犯罪 ”的 较 高 指数 意味 着 低 的 犯罪 率 。 

首先 从 cities.mat 中 调 入 数据 。 


load cities 








whos 
Name Size 
categories 9 by 14 
names 329 by 43 
ratings 329 by 9 
城市 数据 库 中 包含 三 类 变量 : 
。 类 别 (categories) 为 指标 名 的 字符 串 ， 
* 名称 (names) 329 个 城市 的 字符 串 和 矩阵 ， 
' 比率 (ratings) 一 一 329x9 的 指标 数据 算 阵 。 
如 类 别 (categories) 的 内 容 为 : 


categories 








categories = 
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climate 
housing 
health 
crime 
transPortation 
education 
arts 
recreation 
economics 
绘制 Box 图 ( 见 图 1.9.1) ， 看 一 下 指标 数据 ratings 的 大 致 情况 。 


boxplot (ratings,0，'+'v0) 





set (gca 'YTicklabels',categories) 
从 图 中 可 以 注意 到 ,“ 艺 术 ” 和 “住房 ”的 变化 比 “ 犯 罪 ”和 “气候 ”的 变化 要 大 得 多 。 
当 所 有 变量 具有 相同 的 单位 时 ， 计 算 初始 数据 的 主 成 分 ， 其 意义 是 明显 的 。 但 当 各 指标 
数据 单位 不 同 ， 或 不 同 指标 的 数据 变化 差异 很 大 时 ， 需 要 对 数据 进行 标准 化 处 理 。 可 用 每 个 
指标 数据 ( 即 每 列 数据 ) 的 标准 差 去 除 相 应 列 的 数据 元 素 。 


stdr = std(ratings)7 








Sr = tatings./stdr (ones (329,1)，:) 1; 
然后 ， 就 可 开始 寻找 主 成 分 。 


[pcs，newdata，variances，t2] = Princomp (Sz) 


Expoetta 岂 同 egieed Woung Aueragt (EW NA) Ciart 
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图 1.9.1 9 种 生活 质量 指数 (ratings) 的 Box 图 


(1) 主 成 分 (第 一 个 输出 量 ) 
princomp 函数 的 第 一 个 输出 量 pes。 是 9 个 主 成 分 。 这 是 初始 变量 的 线性 组 合 。 
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可 以 看 一 下 前 三 个 主 成 分 矢量 。 

pP3 = pcs(:,1:3) 

P3 = 
0.2064 -0.2178 0.6900 
0.3565 -0.2506 0.2082 
0.4602 02995 0.0073 
022813 一 和 3553 -0-1851 
0.3512 0.1796 -0.1464 
0.2753 0.4834 =0.2297 
0.4631 0.1948 0.0265 
0D.3279 -0.3845 0.0509 
0.1354 -0.4713 -0.6073 


结果 表明 ， 第 一 列 ( 即 第 一 主 成 分 ) 中 的 最 大 的 权重 为 第 3 个 元 素 ( 对 应 于 “艺术 ”) 和 第 7 
个 元 素 ( 对 应 于 “健康 ”)。 第 一 主 成 分 中 的 所 有 元 素 符号 相同 ， 是 所 有 变量 的 加 权 平 均 。 
为 表现 主 成 分 间 的 正 交 性 ， 用 主 成 分 矩阵 p3 的 转 置 矩阵 与 其 相 乘 ， 可 得 单位 矩阵 。 


I = P3'xp3 
到 二 

1.0000 0.0000 ”一 0.0000 
0.0000 1.0000 “一 0.0000 
一 0.0000 一 0.0000 1.0000 





2nd Principal Comaponett 








1st Prineipal Componeat 


图 1.9.2 主 成 分 得 分 图 


(2) “ 主 成 分 得 分 (第 二 个 输出 量 ) 
princomp 函数 的 第 二 个 输出 量 newdata， 是 初始 数据 在 主 成 分 所 定义 的 新 坐标 系 中 的 坐 
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标 ， 它 与 输入 矩阵 的 大 小 相同 。 
newdata 的 前 两 列 数据 显示 原 比率 (ratings) 数 据 投 影 在 第 一 和 第 二 主 成 分 上 的 结果 ( 见 图 
2)s 
Plot (newdata(:v1)vnewdata(:v 2)，'+') 
xlabel('1st Principal Component ') 7 
ylabel('2nd Principal Component ') 7 
此 时 ， 可 用 gname 函数 来 标明 图 中 的 点 的 名 称 ， 如 
gname (names) 


然后 可 用 鼠标 点 击 需要 标记 的 数据 点 ， 最 后 按 下 “retum” 键 ， 得 到 图 1.9.3。 





二 Wingon DCHMDAA 


Boston MA 十 


二 Loshnetles LangBeaeh 


2nd Prine alComponezt 


十 SanFrancieo CA 





0 5 
1st Prineipal Corzaponeat 
图 1.9.3 数据 点 标记 图 


(3) 方差 (第 三 个 输出 量 ) 
Princomp 函数 的 第 三 个 输出 量 variance， 是 newdata 矩阵 各 列 数据 相应 的 方差 。 
Variances 
variances = 
3.4083 
.2140 
,1415 
起 0 坟 
。/1533 
.6306 
.4930 
-3180 
.1204 


Dooeocoerm 
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用 pareto 图 可 以 直观 地 显示 各 主 成 分 方差 所 占 的 比例 ( 见 图 1.9.4): 
Percent_ explained = 100*variances/sum(variances) 
Pareto (Percent_explained) 

Xlabel('Principal Component ') 


Ylabel('Variance ExPlained (和 ) ") 





Warianee Explained(%) 








1 2 3 4 5 6 ? 


PrincipalCormaponent 


图 1.9.4 各 主 成 分 方差 的 pareto 图 


(4) Hotelling 殊 统 计量 (第 四 个 输出 量 ) 

princomp 函数 的 最 后 一 个 输出 量 是 Hotelling 到 统计 量 ， 它 是 每 一 个 观测 量 与 数据 样本 
中 心 的 距离 的 统计 度量 。 以 下 过 程 是 分 析 与 找 出 数据 中 最 偏远 

[st2，index] -= sort(t2); 色 升 阶 搜索 

st2 = flipud(st2); 名 降 阶 值 

index = flipud(index);  % 降 阶 索引 

extreme = indqex(1) 





extreme 
213 


names (extremey :) 


上 


ans 一 


New York，NY 
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1.10 试验 设计 


1.10.1 概述 


数据 与 其 中 所 含 的 信息 是 存在 差别 的 。 若 要 从 数据 中 提取 信息 ， 则 需 对 产生 数据 的 系统 
作出 一 定 的 假设 。 运 用 这 些 假设 和 实际 理论 可 以 建立 系统 的 数学 模型 。 
通常 ， 即 便 严 格 用 公式 表达 的 模型 仍 有 未 知 的 常量 。 试 验 的 目的 就 是 获得 数据 以 估计 这 
些 常数 。 为 什么 要 进行 试验 呢 ? 可 在 系统 运转 过 程 中 进行 观测 研究 ， 这 样 迟早 会 获得 我 们 需 
用 的 所 有 数据 。 事 实 上 ， 这 是 相当 通用 的 方法 。 而 企 统计 建 模 中 所 关心 的 历史 数据 一 般 有 如 
下 三 个 特征 。 
“观测 系统 中 诸 变量 的 变化 ， 以 及 系统 输出 随 之 相应 的 变化 情况 。 需 要 注意 的 是 ， 系 统 
的 变化 并 不 一 定 意味 着 其 输出 的 变化 。 
“统计 建 模 中 通常 假设 各 观测 量 是 相互 独立 的 。 但 系统 运转 过 程 中 ， 实 际 情况 并 不 一 定 
如 此 。 
“控制 具体 系统 的 运转 常常 是 依次 改变 控制 变量 来 观测 其 结果 。 倘 若 同时 改变 两 个 以 上 
变量 ， 则 各 变量 对 结果 的 影响 是 无 法 隔离 的 。 
试验 设计 可 以 直接 解决 这 些 问 题 ， 其 最 大 的 优点 是 能 够 主动 地 操纵 所 研究 的 系统 。 它 比 
被 动 地 进行 测量 需要 的 数据 量 少 ， 但 获取 信息 的 质量 却 较 高 。 
统计 工具 箱 提供 了 一 些 男 数 〈 见 表 1.10.1)， 以 针对 不 同 的 情况 进行 试验 设计 。 
表 1.10.1 试验 设计 
| 画 数 名 称 | 功能 | 
fPn -级 全 因素 设计 
fullfact 混合 水 平 全 因素 设计 














Towexch 行 交 换 D- 优 化 设计 

cordexch 使 用 坐标 交换 进行 D- 优 化 设计 
daugment 设计 的 D- 优 化 参数 

dcovi 固定 方差 的 D- 优 化 设计 











1.10.2 试验 设计 基本 过 程 


(1) 全 析 因 设计 

假设 在 产品 的 切削 加 工 中 ， 需 要 确定 加 工 过 程 的 不 一 致 性 是 源 自 机 床 还 是 操作 员 。 如 果 
一 个 操作 员 总 是 操作 同一 台 机 器 ， 则 无 法 知道 输出 产品 的 差异 性 是 由 何 种 因素 造成 的 。 只 有 
通过 让 每 一 个 操作 员 分 别 轮换 操作 每 一 台 机 器 ， 才 可 分 离 出 各 因素 对 结果 的 影响 效果 。 这 就 
是 析 因 方 法 。 

函数 fallfact 即 为 析 因 设 计 函 数 。 

设 有 四 个 操作 员 和 三 台 机 床 ， 下 面 为 析 因 设计 过 程 。 
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fullfact([4 3]) 


品 
上 


本 wbPaieawbph eawN 
wwwwbbbnbh hp Ph P 


d 的 每 一 行 表示 不 同 操作 员 和 不 同 机 器 的 一 种 组 合 。 本 例 中 的 组 合 有 12 种 〈 即 d=12)。 
析 因 设计 的 一 种 特殊 情况 为 每 种 因子 仅 取 两 个 值 。 假设 需要 很 快 决 定 3 个 变量 因子 取 值 
分 别 为 0 和 1 时 对 结果 的 影响 ， 则 可 如 下 进行 试验 设计 ， 
qd2 = ff2n(3) 


d2 = 

0 0 0 
02 
0 1 0 
有 
1 0 0 
本 0 工 
了 过 0 
工 1 主 


即 可 进行 23 一 8 种 纽 合 试验 。 


(2) 部 分 析 因 设 计 

析 因 设计 的 困难 之 一 是 随 析 因 变 量 的 增加 ， 试 验 组 合 数 呈 指数 增长 。 在 上 例 中 ， 如 果 析 
变量 不 是 3 个 而 是 7 个 ， 则 全 析 因 试验 次 数 达 27 王 128 次 。 

假设 系统 中 诸 变量 间 无 协同 作用 ， 试 验 次 数 可 以 大 为 减少 。 故 常常 采用 部 分 析 因 设 计 。 








加 | 




















(3) “D- 优 化 设计 

全 析 因 设计 和 部 分 析 因 设计 用 于 20 也 纪 早期 。20 山 纪 70 年 代 , 统计 学 家 开始 运用 计算 
机 按照 优化 方法 重新 进行 试验 设计 。D- 优 化 设计 是 将 Fisher 信息 矩阵 于 丑 的 行列 式 最 大 化 
的 方法 之 一 ， 而 (X'′X) 正 比 于 参数 的 协 方差 矩阵 的 道 矩 阵 ， 因 此 ， 最 大 化 det(X”′X) 即 等 价 
于 使 参数 的 最 小 二 乘 估计 具有 最 小 方差 。 即 D- 优 化 设计 是 使 线性 模型 参数 B 的 回归 估计 的 
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置信 椭 球 的 体积 最 小 化 的 方法 。 
统计 工具 箱 中 提供 的 D- 优 化 设计 的 函数 为 cordexch、daugment、dcovery 和 rowexch。 
cordexch 和 rowexch 是 在 设 定 模 柜 后 进行 D- 优 化 设计 的 纳 种 性 能 相当 的 优化 算法 。 它 们 
都 是 迭代 算法 ， 通 过 递增 其 基本 元 素来 不 断 改进 其 初始 设计 。cordexch 的 坐 祭 交换 算法 的 增 
量 是 设计 和 矩阵 的 单个 元 素 :而 rowexch 的 行 交 换算 法 的 增 量 是 设计 矩阵 的 行 。 
进行 D- 优 化 设计 , 首先 需要 规定 输入 的 数量 、 试 验 的 数量 和 所 拟 合 模型 的 阶 数 。cordexch 
和 rowexch 都 用 以 下 的 字符 串 对 模型 进行 规定 : 
* inear (1) 一 一 缺 省 模型 ， 具 有 常数 项 和 一 阶 项 ; 
*'interaction' (i) 一 一 包括 常数 项 、 线 性 项 和 交叉 乘积 项 ; 
*，'quadratic' (q) 一 一 “interaction” 的 各 项 加 上 平方 项 ; 
*'purequadratic (p') 一 一 包括 常数 项 、 线 性 项 和 平方 项 。 
或 者 ， 可 用 一 个 整数 矩阵 来 设 定 这 些 项 。 详 情 参见 应 用 函数 x2fx 的 说 明 。 
示例 : 考虑 具有 两 个 因子 变量 的 二 次 模型 ， 使 用 坐标 交换 算法 进行 试验 设计 。 模 型 的 形 
式 为 


2 2 
?=j+Pn+Pp+Dornt+Don +Dor +2 


假设 用 D- 优 化 设计 方法 进行 9 次 试验 来 拟 合 此 模型 。 
Settings = cordexch(2,9，'q') 








settings = 
二 1 
1 1 
0 1 
1 一 1 
E 
0 吧 全 
水 0 
0 0 
二 3 寺 0 
绘制 成 图 形 为 图 1.10.1。 
1 生 
生 
-1 和 
-1 0 本 


图 1.10.1 试验 的 D- 优 化 设计 (坐标 交换 算法 ) 方 案 
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h = PlLot (settings (:v，1)v，settings(:，2)，'.') 7; 
set (gca 'Xtick'v [-1 0 1]) 
Set (gcav "YLtick'v [-1 0 1]) 
set (h，'Markersize'v20) 
举例 : 考虑 具有 两 个 因 了 变量 的 交互 作用 模型 ， 使 用 行 交换 算法 进行 试验 设计 。 模 型 的 


?= 办 +DD+TDRPTADDDDT+E 


用 D- 优 化 设计 方法 进行 4 次 试验 来 拟 合 此 模型 。 


[settings，X] = rowexch(2,4，'i') 


Settings = 
二 二 
本 = 
工 一 工 
工 业 
X' 二 
工 这 工 一 二 
1 唔 二 二 + 1 
上 芝 上 mm 荆 
1 1 了 








互 








settings 矩阵 给 出 如 何 改变 试验 输入 量 。X 为 拟 合 上 述 试验 回归 模型 的 设计 和 阵 。X 的 
第 一 列 用 于 拟 合 常数 项 ， 最 后 一 列 为 第 二 列 和 第 三 列 数据 的 乘积 。 其 相应 的 图 为 图 1.10.2。 
h = Plot (settings (:，1)，settings(:v，2)，'.")7 
set (gca，'Xtick' [-1 0 1]) 
Set (gcav 'YLick'v [-1 0 1]) 


set (h， "Markersize'v20) 


1 





-1 
-1 0 1 


图 1.10.2 ”试验 的 D- 优 化 设计 ( 行 交换 算法 ) 方 案 


实际 上 ， 试 验 是 一 个 迭代 过 程 。 为 更 多 地 了 解 系统 模型 ， 我 们 经 常会 进行 全 面 的 试验 。 
函数 daugment 可 供 进 行 优化 的 额外 试验 。 
假设 对 于 具有 4 个 变 元 的 线性 模型 进行 拟 合 ， 已 经 做 了 8 次 试验 - 
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Settings = Cordexch(4,8) 


settings = 
二 过 二 工 这 
一 站 一 外 工 二 
二 工 对 
玉 I 二 二 二 
人 工 
业 Pi 大 
生 志 ES 一 全 
于 vi 二 二 


这 种 试验 设计 对 4 个 输入 变量 的 线性 模型 拟 合 已 经 是 足够 了 ,但 无 法 拟 合 出 交叉 乘积 ( 即 
交互 作用 ) 项 。 如 果 我 们 想 增加 8 次 试验 来 获得 这 些 项 ， 可 以 如 下 进行 。 


[augmented，X] = daugment (settings, 8 'i'")7 


augmented 
augmenLed = 
工 一 工 二 
扫 二 一 训 汪 
过 1 1 了 
汪 汉人 攻 于 这 六 


工 入 工 二 
ws < 工 烛 
宁 业 4 人 

工 一 工 二 


info = 
160000000000 
016000000000 
001600000000 
000160000000 
000016000000 
000001600000 
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1.10.3 


1 


ff2n 


功能 : 
格式 : 
说 明 : 


举例 : 


参见 : 
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0160000 
0016000 
0001600 
0000160 
0000016 


oooeoeo 
oooeoo 
oooocoo 
ooooo 


实验 设计 函数 详解 


两 种 水 平 全 因子 设计 。 

X= ff2n(n) 

X= ff2n(n) 产 生 两 种 水 平 的 设计 试验 矩阵 X。n 为 因子 数量 ，X 的 列 数 为 n， 
行 数 为 2 

X = fft2n(3) 

X = 





hhrheoeeceac 
-hoeoeoernmrhoeoeoc 
phoneoermn ao 


1 1 
可 见 ，X 是 0 一 2"-1 的 二 进 制 组 合 的 全 体 。 
fullfact。 


ful11fact 


功能 : 
格式 : 
说 明 : 


举例 : 


混合 水 平 全 因子 试验 设计 。 
design = fullfact(levels) 
design = fallfact(levels) 给 出 全 析 因 试验 的 因子 设置 乱 阵 。 矢 量 levels 的 每 个 元 
素 给 定 试验 方案 设计 抢 阵 中 人 应 列 的 取 值 水 平 范围 。 例 如 , levels 的 第 一 个 元 
素 值 为 3， 则 试验 方案 设计 窍 阵 中 第 一 列 的 范围 为 1--3 的 整数 。 
设 levels 王 [2, 4],， 则 fullfact 设计 出 8 次 试验 , 第 一 因子 (第 一 列 ) 取 2 种 水 平 ， 
第 二 因子 (第 二 列 ) 取 4 种 水 平 - 
d = fullfact([2 4]) 


























dQ 
7 
2 


参见 : 


X2fx 


功能 : 


格式 : 


说 明 : 


举例 : 


参见 : 
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bb Ph N Ph Nb PP 
由 ww N 


ff2n, dcovary, daugment, cordexch 。 


将 因子 设置 矩阵 转换 成 设计 矩阵 。 
D = x2fx(X) 
D = x2fx(X.model) 
X2fx 是 rstool、regstats 和 cordexch 等 函数 的 工具 函数 。 
D = x2fx(X) 将 系统 输入 抵 阵 X 转换 成 囊 常 数 项 的 线性 模型 的 设计 天 阵 。 
D =x2fx(X,model) 则 还 可 控制 模型 的 阶 数 。 model” 可 以 是 以 下 字符 串 : 
” “interaction” 一 一 包括 常数 项 、 线 性 项 和 交叉 乘积 项 ; 
。 “quadratic” 在 “interaction” 基 础 上 增添 平方 项 ; 
* “purequadratic” 一 一 包括 常数 项 、 线 性 项 和 平方 项 。 
参数 “model” 也 可 为 矩阵 。 在 这 种 情况 下 ,，“model” 的 每 一 行 代表 一 项 ， 而 
其 各 列 的 值 对 应 于 X 的 相应 列 的 此 项 的 指数 ， 见 举例 (2)。 因 此 ， 可 以 给 出 任 
意 阶 数 的 多 项 式 模型 。 
(D) 
x= [1237456]') model = 'quadratic'7 
D = Xx2fx(x,model) 
D = 





114 4 116 

125104 25 

于 和 
设 zy 为 x 的 第 一 列 ， 忆 为 第 二 列 。 则 ，D 和 矩阵 的 第 一 列 为 常数 项 ， 第 二 列 为 
已 项 ;第 三 列 为 马 项 ， 第 四 列 为 2 zy 项， 第 五 列 为 zz 项， 第 二 列 为 zz 项。 
O) 
洒洒 上 [于 袜 je 肖 
model = [0 1 2]'; 
向 
D 的 第 一 列 对 应 为 x 的 第 一 列 的 零 阶 项 ，D 的 第 一 列 和 第 二 列 分 别 对 应 为 x 
的 第 一 列 的 一 阶 项 和 二 阶 项 。 


Tstool, cordexch, rowexch, regstats。 
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4 cordexch 


功能 : 使 用 坐标 交换 进行 D- 优 化 设计 。 

格式 : settings = cordexch(nfactors,nruns) 
[settings,X] = cordexch(nfactors,nruns) 
[settings,X] = cordexch(nfactors,nruns,model) 

说 明 : settings = cordexch(nfactors,nruns) 产 生 因 子 试验 设置 矩阵 settings， 其 列 数 为 
nfactors， 行 数 为 nruns。 对 于 D- 优 化 设计 ， 使 用 附加 常数 项 的 线性 模型 。 
[settings.X] = cordexch(nfactors.nruns) 产 生 关 联 设计 和 矩阵 X。 

[settings,X] = cordexch(nfactors,nruns,model) 给 出 拟 合 特定 回归 模型 的 设计 。 输 
入 参量 “model” 为 以 下 字符 串 之 一 : 

”…'interaction” 一 一 包括 常数 项 、 线 性 项 和 交叉 乘积 项 ， 

* quadratic” 一 一 在 “interaction” 基 础 上 增添 平方 项 ; 

*。 "purequadratic” 一 一 包括 常数 项 、 线 性 项 和 平方 项 。 








举例 : 用 二 次 模型 进行 9 次 双 因子 D- 优 化 设计 试验 方案 如 下 : 

seLLings = cordexch(2,9， "quadraLic') 
settings = 
二 1 
1 1 
0 过 
1 一 水 
一 1 和 
0 会 江 
1 0 
0 0 
E 0 


参见 : rowexch daugmenb dcovary, hadamard, fullfacu fr2n。 


daugment 

功能 : 设计 的 D- 优 化 参数 。 

格式 : settings = daugment(startdes,nruns) 
[settings,X] = daugment(startdes,nruns,model) 

说 明 : settings = daugment(startdes,nruns) 是 在 初始 设计 的 试验 (startdes) 基础 上 再 给 
出 nruns 次 新 的 试验 因子 设置 。 
[settings,X] = daugment(startdes,nruns,model) 提 供 设 计 德 阵 X。 “model” 的 意 
义 同 前 所 述 ， 控 制 模型 的 阶 数 ， 可 选项 为 “interaction”、“quadratic ”和 














“purequadratic " 。 
举例 : 对 2 因子 设计 ， 用 增加 5 次 设置 的 方案 来 拟 合 二 次 模型 。 
3 七 生计 二 二 S 本 [一 1 一 上 工 -一 工 思 一 工 - 二 7 二 > 


settings = daugment (startdes,5,，'quadratic') 
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Settings = 
富生 一 站 
汪 - 汉 二 
-1 1 
1 工 
却 “二 
MY 奶 
0 1 工 
和 0 
人 -和 


结果 为 3 因子 设计 。 


套 见 : cordexch, dcovary, rowexch。 


dcovary 

起 能 : 规定 了 固定 方差 的 D- 优 化 设计 。 

格式 : settings = dcovary(factors,covariates) 
[settings,X] = dcovary(factors,covariates,model) 

说 明 : settings = dcovary(factors,covariates) 给 出 满足 于 周 定 方差 为 covariates 的 D- 优 
化 设计 ，factors 为 所 希望 控制 的 变 元 数 。 
[settings,X] = dcovary(factors,covariates,model) 同 时 给 出 设计 德 阵 X;， “model” 
的 意义 和 选项 与 前 同 。 

举例 : covariates = dummyvar([L11223344]); 
Settings = qdcovary (2,covariates(:v1:3)，'1Linear') 


Settings = 
到 工 了 个 
< 1 0 
外 站 
荆 一 0 1 0 
出 二 
-1 -1 0 0 1 
= 
二 


参见 : daugment, cordexch。 
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1.11 统计 工序 管理 图 


1.11.1 概述 


统计 工序 管理 (Statistical Process Control,SPC) 是 指 运用 数理 统计 的 一 系列 理论 和 方法 , 对 
生产 i 产品 质量 的 管理 和 控制 。 各 种 抽样 和 验收 方法 ,各 种 统计 估计 、 比 较 和 分 析 方法 ， 
产品 质量 和 生产 过 程 的 管理 图 ,以 及 其 他 各 种 描述 统计 图 和 分 析 图 等 都 是 统计 质量 管理 常用 
的 方法 和 工具 ， 其 核心 是 管理 图 。 这 种 方法 操作 起 来 很 简单 ， 易 于 在 生产 过 程 中 实施 。 统 计 
工具 箱 堤 供 了 主要 的 一 些 统计 质量 管理 图 函数 ， 见 表 1.11.1。 

表 1.11.1 工序 质量 管理 图 函数 























均值 时 间 曲 线 
标准 差 的 时 间 曲 线 
wmaplot 指数 加 权 消 动 半 均 图 








capable 工序 性 能 指数 

工序 性 能 图 

histfit 直方 图 和 度 曲线 
normsbcc 绘制 规定 区 间 的 正太 密度 曲线 














1.11.2 ”管理 图 


管理 图 (control charb) 是 1924 年 由 美国 人 休 哈 特 (W.A.Shewhart) 首 创 而 得 名 。 它 是 在 质量 
管理 过 程 中 ， 记 录 受 控 特 征 或 质量 特征 的 一 种 图 表 ， 是 统计 质量 管理 的 得 力 工具 之 一 。 
统计 工具 箱 提供 了 三 种 通用 的 管理 图 :标准 差 管理 图 (S control chaD、 均 值 管理 图 (X 
control charb0 和 指数 加 权 滑 动 平均 图 (Exponentially Weighted Moving Average charts, EWMA)。 
1 schart 
功能 : 标准 差 管理 图 (S- 图 )。 
格式 : schart(DATA) 
Schart(DATA,conf) 
Schart(DATA,conf,specs) 





[outliers,h] = schart(DATA,conf,specs) 

说 明 : schart(DATA) 绘 制 DATA 中 数据 的 标准 差 管理 图 ， 见 图 11.1.1。DATA 中 的 每 
行 数据 为 按时 间 顺 序 给 出 的 观测 值 ， 上 下 管理 限 UCL 和 LCL 为 此 工序 中 新 
观测 值 的 99% 署 信 区 间 。 
schart(DATA,conf) 可 用 conf 给 出 自 定 的 置信 区 间 管 理 限 。 如 conf=0.95 时 ， 

形 则 绘 出 95% 置 信 区 间 。 

















2 
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schart(DATA,conf'specs) 可 用 两 个 元 素 矢 量 specs 限制 所 绘 曲线 的 界限 。 
[outliers,h] = schart(DATA,conf,specs) 给 出 DATA 中 那些 数据 均值 失控 的 行 的 
序号 (返回 矢量 outliers 中 )， 另 外 偿 给 出 曲线 的 句柄 (矢量 hb)。 


S ciart 
045 








tt 


02 


Standard Deviation 


045 











0 5 10 15 了 50 35 加 
Sampk Number 


图 1.11.1 生产 零件 尺寸 的 标准 差 管理 图 














举例 : 本 例 给 出 了 新 生产 的 零件 尺寸 的 标准 差 管理 图 (图 1.11.0)。 生 产 过 程 中 每 小 时 
测 一 次 ， 共 监测 了 36 小 时 。 和 天 阵 runout 中 每 一 行 包 含 4 个 随机 抽取 零件 的 尺 
十 。 
load Parts 
Schart (unout) 

参考 : Montgomery, Douglas, Introduction to Statistical Quality Control, John Wiley 文 
Sons 1991. p. 235 。 

参见 : capaplob ewmaplot histfit xbarplot。 

xbarplot 

功能 : 均值 管理 图 。 

格式 : xbarplot(DATA) 
xbarplot(DATA,conf) 


Xbarplot(DATA,conf,specs) 
[outlierh] = xbarplot(.…) 
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说 明 : xbarplot(DATA) 给 出 DATA 数据 的 均值 管理 图 ， 见 图 1.11.2。DATA 中 的 每 行 
数据 为 按时 间 顺 序 给 出 的 观测 值 ， 上 下 管理 限 UCL 和 LCL 为 此 工序 中 新 观 
测 值 的 99% 黎 信 区 间 。 
二 xbarciart 0 
4 
03 
02 2 
电 04 人 
， 
2 
aa 这 
4 
人 5 10 15 20 25 30 35 40 
ampee 
图 1.11.2 ”生产 零件 尺寸 的 均值 管理 图 
xbarplot(DATA,conf) 可 用 conf 给 出 自 定 的 置信 区 间 管 理 限 。 如 果 conf 王 0.95 
时 ， 图 形 则 绘 出 95% 署 信 区 间 。 
xbarplot(DATA,conf,specs) 可 用 两 个 元 素 矢量 specs 限制 所 绘 曲线 的 界限 。 
[outliers,h] = xbarplot (DATA,.conf,specs) 给 出 DATA 中 那些 数据 均值 失控 的 行 
的 序号 (返回 至 矢量 outliers 中 )， 还 给 出 曲线 的 句柄 (矢量 b。 
举例 ; 同 schart 中 的 例子 ， 绘 制 其 均值 管理 图 。 
load Parts 
xbarplot (unout,0.999, [-0.5 0.5]) 
参见 : capaplou histfib ewtmaplob schart。 
ewmaplot 
功能 : 指数 加 权 滑 动 平均 图 EWMA)。 
格式 : ewmaplot(data) 
ewmaplot(data,lambda) 
ewmaplot(data,lambda,alpha) 
ewmaplot(data,lambda,alpha,specs) 
h=ewmaplot(.…) 
说 明 : ewmaplot(data) 绘 制 数 据 样 本 的 EWMA 图 。data 中 的 行 数据 是 按时 间 顺 序 给 


出 的 观测 值 。 

cewmaplot(datalambda) 由 参数 lambda 的 取 值 规定 当前 预测 值 受 此 前 观测 数据 
影响 的 程度 ， 从 而 绘制 数据 样本 的 EWMA 图 。 lambda 取 值 区 间 为 [0.1]， 缺 
省 值 为 04-。 lamhda 值 越 高 ， 过 去 观测 值 所 占 的 权重 越 大 - 


第 1 章 “统计 工具 箱 95 
ewmaplot(data,lambda.alpha) 则 又 规定 了 所 绘制 的 置信 区 间 的 上 下 界 的 显著 性 
水 平 。alpha 的 缺 省 值 为 0.01， 这 意味 着 图 中 所 绘 数据 点 中 大 约 有 99% 落 于 
此 控制 区 间 内 。 
ewmaplot(data,lambda,alpha,specs) 中 的 specs 矢量 (包含 两 个 元 素 ) 给 出 了 所 绘 
制 的 图 中 对 响应 结果 规定 的 上 下 界线 。 

h = ewmaplot(.…) 返 回 各 曲线 的 句柄 矢量 。 

举例 : 考虑 一 个 均值 随时 间 缓 慢 漂移 的 工序 。 监 控 这 种 工序 ， 采 用 EWMA 图 (参见 
图 1.11.3) 比 X -管理 图 ( 即 均值 管理 图 ) 更 可 取 -。 
t=(1:30)? 
=Dnormrnd(10+0.02x*t(:vones(4,1))，0.5)7 
ewmaplot (0.4,0.01, [9.3 10.7]) 

参考 : Montgomery, Douglas, Introduction to Statistical Quality Control, John Wiley & 
Sons 1991. p. 299。 

套 见 : xbarplot schart。 
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图 1.11.3 ”工序 的 指数 加 权 滑 动 平均 图 


1.11.3 工序 能 力 


工序 能 力 亦 称 工 序 质量 ， 是 指 工序 稳定 地 生产 合格 品 的 能 力 。 工 序 能 力主 要 表现 在 稳定 
性 和 精度 两 个 方面 。 工 序 的 稳定 性 ， 用 管理 图 来 控制 ,而 工序 的 精度 ， 可 用 直方 图 来 判断 和 
分 析 : 工序 满足 质量 要 求 的 程度 ， 用 工序 能 力 指数 表征 和 分 析 -。 


1 hist 
功能 : 绘制 直方 图 。 
格式 : hist(y) 
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hist(y.nb) 
hist(y,x) 
[n,x] = hist(y…) 

说 明 : hist 函数 计算 并 绘制 直方 图 (参见 图 1.11.4)。 
hist(y) 将 矢量 y 中 的 数据 绘制 成 有 10 条 矩形 的 直方 图 。 
hist(ynb) 绘 制 具有 nb 条 和 拢 形 的 直方 图 。 
hist(yx) 则 按照 矢量 x 中 给 出 的 矩形 分 距 绘制 直方 图 。 





[n.x] = hist(y). [n.x] = histty，nb). [n.x] = hist(y，x) 并 不 给 出 图 形 ， 而 是 给 出 频 





率 数 n 和 矩形 的 位 置 。 

举例 : x = -2.9:0.1:2.9; 
Y = normrnd(0,1,1000,1)7 
hist (yx) 


50 





45 


4 上 


35 上 


30 上 














习 了 二 0 1 2 
图 1.11.4” 正 态 分 布 数据 的 直方 图 


2 histfit 
功能 : 附加 正 态 密度 曲线 的 直方 图 。 
格式 : histfit(data) 
histfit(data,nbins) 
h = histfit(data,nbins) 
说 明 : histfit(data) 将 data 中 的 数据 绘制 成 直方 图 (参见 图 1.11.5) 


的 1 


。 此 时 ， 图 中 拢 形 的 


条 数 等 于 data 中 数据 个 数 的 平方 根 ( 取 大 于 它 的 最 小 整数 )。 


histfit(data,nbins) 在 直方 图 中 用 nbins 条 矩形 绘制 data 的 





图 形 。 











h = histfit(data.nbins) 返 回 所 绘图 形 的 句柄 ，h(1) 为 直方 图 











的 句柄 ，h(2) 为 密度 





曲线 的 句柄 。 
举例 : < -= normrnd(10,1,100,1)7 
histfit () 
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图 1.11.5 ”附加 正 态 密度 曲线 的 直方 图 
参见 : hist normtit。 


normspec 

功能 : 绘制 规定 区 间 的 正 态 分 布 密度 曲线 。 

格式 : p=normspec(specs,mu,sigma) 
[p.h]l = normspec(specs,mu.sigma) 

说 明 : p=normspec(specs,mu,sigma) 绘 制 由 矢量 specs 的 两 个 元 素 所 确定 的 上 限 和 下 限 
间 的 正 态 分 布 密度 曲线 (参见 图 1.11.6)。mu 和 sigma 为 此 正 态 分 布 的 参数 。 
[p,h] = normspec(specs,mu,sigma) 除 绘制 曲线 外 ， 还 返回 样本 落 于 其 上 限 和 下 
限 间 的 概率 。h 为 曲线 对 象 的 句柄 。 
如 果 specs 矢量 的 第 一 个 元 系 为 一 Inf， 即 下 限 为 一 co ;， 同样， 如果 specs 矢 
量 的 第 二 个 元 素 为 Imf， 即 上 限 为 oo 。 


PobabmyY emety Lim 必 上 083493 


03s 





T 汰 二 全 二 A 广 
Cealvahe 


图 1.11.6 规定 区 间 的 正 态 分 布 密度 曲线 
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举例 : 谷物 加 工 者 生产 成 箱 谷 片 ， 每 箱 重量 规定 为 10 琢 司 。 但 实际 装填 过 程 中 造成 


重量 偏差 ， 平 均 每 箱 谷 片 的 重量 为 11.5 盘 司 ,标准 差 为 1.25 青 司 。 那 么 ， 有 
多 少 箱子 的 重量 大 才 10 发 梧 ? 
normspec([10 Infl,11.5,1.25) 








参见 : capaplot disttool, histfit normpdf。 


4 capable 

功能 : 工序 能 力 指数 。 

格式 : p = capable(datalowerupper) 
[p,Cp,Cpk] = capable(datalowerupper) 

说 明 : p = capable(dataloweruppenD 计 算 样 本 数据 落 于 给 定 上 、 下 界 的 区 间 之 外 的 概 
率 。 在 此 ， 假 设 数据 矢量 data 中 的 测量 值 服从 正 态 分 布 ， 其 均值 和 方差 均 为 
常 值 ， 且 测量 是 统计 独立 的 。 
1p,Cp,Cpk| = capable(datalowernupper) 则 还 返回 工序 能 力 指数 Co 和 Ce， 它 们 
是 工序 满足 质量 要 求 程度 的 数值 度量 。 设 在 工序 处 于 稳定 状态 下 ，T 为 公益 
范围 USL-LSL， “为 质量 特征 的 标准 益 ， 为 质量 特征 的 分 布 中 心 ，M 为 
公差 中 心 。C 是 给 定 的 公差 范围 USL-LSL 与 六 倍 的 标准 差 估计 量 之 比 
































对 于 一 生产 过 程 ， 当 妈 大 致 等 于 M 时 ，C* =1 相当 于 每 千 个 产品 中 有 稍 多 于 
-个 的 次 品 ; 而 当 每 百 万 个 产品 中 有 一 个 次 品 时 ， 其 Cr 值 约 为 1.6。Cy 值 越 
高 ， 说 明 工序 质量 越 高 。 而 当 W 与 4 不 等 时 , 则 可 用 Cw 来 描述 ， 其 表达 式 如 
四 








USL- 4 气 尝 | 


Cux =mi 
天 mi 3c 3c 


举例 : 假设 规定 一 机 器 零件 的 尺寸 误差 在 千 分 之 3 英寸 内 (误差 服从 正 态 分 布 )。 如 

果 在 生产 过 程 中 ， 每 个 零件 平均 厚 了 千 分 之 一 英寸 同时 其 标准 差 为 千 分 之 
-英寸 ， 则 问 工 序 能 力 指数 是 多 少 ? 

data = normrnd(1,1,30,1)7 
[p,Cp,Cpk] = capable(data, [-3 3]) 1; 
indices = [P CP Cpk] 
inqices = 
0.0172 1.1144 0.7053 
由 结果 可 知 ， 在 每 千 个 零件 中 ， 大 约 有 17 个 零件 不 符合 规定 要 求 。 

参考 : Montgomery, Douglas, Introduction to Statistical Quality Control, John Wiley 廊 
Sons 1991. pp. 369-374。 

参见 : capaplot histfit。 

5 capaplot 
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能 : 工序 能 力图 。 

: P= capaplot(data,specs) 

[p,h] = capaplot(data,specs) 

: 假设 数据 服从 正 态 分 布 ， 其 均值 和 方差 未 知 ，p = capaplot(data,specs) 将 data 
矢量 中 的 观测 值 拟 合成 正 态 分 布 图 (参见 图 1.11.7), 并 返回 新 观测 值 落 丁 specs 
规定 的 范围 内 的 概率 p。 在 分 布 图 中 ， 由 specs 矢量 中 的 两 个 元 素 所 界定 的 下 
界 和 上 界 之 间 的 图 形 部 分 用 阴影 表示 。 

[p.h] = capaplot(data.specs) 返 回 所 绘图 形 的 元 素 的 句柄 。 

: 假设 规定 一 机 器 零件 的 尺寸 误差 在 千 分 之 3 英寸 内 (误差 服从 正 态 分 布 )。 在 
生产 过 程 中 ， 每 个 零件 平均 厚 了 千 分 之 一 英寸 ,同时 其 标准 差 为 千 分 之 一 英 
十 。 
data = normrnd(1,1,，30,1)7 
P = capaplot (aata, [-3 3]) 

P = 

0.9784 

结果 表明 (参见 图 1.11.7)， 新 观测 值 落 于 specs 规定 的 范围 内 的 概率 p 为 
97.839%5。 





Probabilty Between Limits is 0.97833 
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图 1.11.7 机 器 零件 生产 的 工序 能 力图 


参见 : capable, histfit。 


1.12 ”文件 输入 /输出 


统计 工具 箱 提 供 了 几 个 必要 的 函数 ， 以 数据 文件 的 形式 进行 数据 的 输入 输出 。 通 过 
Windows 标准 “打开 文件 ”和 “保存 文件 ”对话 框 ， 可 以 方便 地 操作 数据 文件 。 输 入 输出 (VO) 
函数 见 表 1.12.1。 





1 


Matlab 工 具 箱 应 用 指南 一 应 用 数学 篇 
表 1.12.1 输入 输出 (1/0) 函数 














caseread 
cascwritc 将 字符 串 矩 阵 中 的 实例 名 写 入 文件 
tblread 在 文件 系统 中 查询 表格 数据 
tblwrite 将 表格 数据 写 入 文件 系统 
caseread 
功能 : 从 文件 中 读 实 例 名 。 
格式 : names = caseread(filename) 
names = caseread 
说 明 : names = caseread(filename) 读 取 filename 文件 的 内 容 并 返回 实例 名 称 字 符 串 矩 
阵 。 其 中 ，fename 是 当前 目录 下 一 个 文件 的 名 称 ， 或 者 是 其 他 目录 下 任 一 
文件 的 完整 路 径 名 。caseread 将 filename 文件 中 每 一 行 看 作 一 个 单独 的 实例 名 
称 。 
names = caseread 则 显示 打开 文件 对 话 框 ， 可 交互 选择 需要 输入 的 文件 。 
举例 : 此 例 中 使 用 casewrite 函数 参考 中 创建 的 文件 month.dat。 
type months .dat 
January 
February 
March 
Rpril 
MayY 
names = caseread('months.dat') 
names = 
January 
February 
March 
RAPFil 
May 
参见 : tblread, gname, casewrite。 
casewr ite 
功能 : 将 串 和 矩阵 中 的 实例 名 称 写 入 文件 。 
格式 : casewrite(strmat,filename) 
casewrite(strmat) 
说 明 : casewrite(strmatfilename) 将 strmat 中 的 内 容 写 入 文件 。 其 中 ，filename 是 








目录 下 文件 的 名 称 , 或 者 是 其 他 目录 下 文件 的 完整 路 径 名 。strmat 的 每 一 行 代 
表 一 个 实例 名 称 。casewrite 将 每 一 实例 名 称 写 入 fename 文件 的 每 一 单独 的 
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行 。 
names = casewrite 则 显示 打开 文件 对 话 框 ， 可 交互 选择 





要 输出 的 文件 。 








举例 : strmat = 
StL2mat ('"January'v 'February'，'March'，'RPril'，'May') 7 
strmat 一 
January 
February 
March 
RApril 
May 
casewIite (Strmat，'months .dat') 
tyYyPe months .dat 
January 
February 
Macch 
APil 
May 
参见 : gname, caseread, thlwrite- 
tblread 
功能 : 在 文件 系统 中 查询 表格 数据 。 
格式 : [data,varnames,casenames] = tblread 
[data,varnames,casenames] = tblread(filename') 
[data,varnames,casenames] = tblread(filename'delimiter) 
说 明 : [data,varnames,casenames] = tblread 显示 出 打开 文件 窗口 ， 可 交互 式 选 择 需要 
打开 的 数据 表格 文件 。 文 件 格式 为 : 第 一 行 是 变量 名 ， 第 一 列 为 实例 名 ， 数 
据 则 始 于 元 素 (2，2)。 
[data,varnames,casenames] = tblread(filename) 规定 了 需要 打开 的 文件 
filename。Filename 或 是 当前 目录 下 的 文件 名 ， 或 是 其 他 目录 下 文件 的 完整 
路 径 。 
[data,varnames,casenames] = tblread('filename'delimiter) 还 可 规定 表格 文件 数 
据 域 分 隔 符 (delimiter) 的 格式 。 “delimiter” 可 接受 的 值 为 “tab”、“space” 
和 “comma' 。 
"varnames 是 包含 表格 文件 第 一 行 〈 即 变量 名 ) 的 字符 串 矩 阵 。 
"casenames 是 包含 表格 文件 第 一 询 〈 即 实例 名 ) 的 字符 串 和 阵 。 
"data 为 对 应 每 一 变量 -实例 对 值 的 数值 窍 阵 。 
举例 : [datarvarnames casenames] - tblread('sat.dat') 
qata = 


470 530 
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520 480 

varnames = 
Male 
Female 

casenames 一 
Verbal 
Quantitative 


参见 : caseread. tblwrite。 


4 tblwrite 
功能 : 将 表格 数据 写 入 文件 系统 。 
格式 : tblwrite(datavvarnames' ,casenames') 
tblwrite(datavarnames'casenames',filename') 
说 明 : 上 述 函 数 语句 中 的 参数 的 名 称 含义 与 tblread 函数 的 规定 相同 ， 不 再 歼 述 。 
举例 : tblread 中 的 例子 。 


tblwrite (datavarnamescasenames， 'Sattest.dat') 





直 YPe sattest .qdqat 


Male Female 
Verbal 470 530 
Quant itativVe 520 480 


沁 


参见 : casewrite, tblread。 
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第 2 章 偏 微 分 方程 工具 箱 


(Partial Differential Equqtion Toolbox Ver 1.0) 


众所周知 ， 偏 微分 方程 和 常 微分 方程 一 伴 ， 只 是 在 一 些 特殊 情况 下 才能 求 得 定 解 问题 的 
精确 解 。 但 工程 技术 和 科学 实验 提出 的 大 量 偏 微分 方程 问题 需要 解决 ， 此 时 必须 借助 数值 方 
法 或 近似 方法 求 得 此 问题 的 数值 解 。Matlab 中 的 偏 微分 方程 PDE) 工 具 箱 就 是 用 有 限 法 寻求 
典型 偏 微分 方程 的 数值 近似 解 。 具 体 地 说 ， 该 工具 箱 可 以 求解 线性 的 顶 圆 型 、 双 曲 型 、 及 抛 
物 线 型 偏 微分 方程 ， 还 可 求解 本 征 型 方程 和 简单 的 非 线性 偏 微分 方程 。 本 工具 箱 中 的 一 些 
函数 涉及 有 限 元 法 的 有 关 概 念 ， 因 而 ， 先 介绍 有 限 元 法 。 














2.1 有 限 元 法 


有 限 元 法 是 近 十 几 年 发 展 起 来 的 一 种 计算 方法 ， 得 到 广泛 应 用 。 它 是 一 种 离散 方法 ， 将 
一 个 连续 体 剖 分 为 “有 限 个 基本 元 ” 然后 用 有 限 个 参数 描述 这 个 基本 元 上 的 物理 和 力学 特 
性 ， 建 立 平衡 方程 ， 把 连续 问题 转化 为 离散 问题 。 在 有 限 个 点 上 求 出 节 的 近似 值 。 

设 在 有 界 区 域内 讨论 方程 

一 VCcVu)+aut= 丰 

其 中 QQ 是 平面 上 的 有 界 区域 ，c 、a,、 了 及 u 是 区 域 Q 上 的 函数 ，c 也 可 以 是 2*2 的 函 

数 矩 阵 ， 边 界 条 件 包 括 @Q 的 边界 6Q 上 x 值 及 其 导数 值 ， 一 般 有 如 下 三 种 形式 。 
是 在 边界 6Q 上 直接 给 出 未 知 函 数 & 的 数值 ， 即 
7 一 大 (x,y)s6o 

这 种 形式 的 边界 条 件 称 为 Dirichlet 条 件 或 第 一 类 边界 条 件 。 

二 是 在 边界 了 上 给 出 未 知 肯 数 忌 洛 6Q 的 外 法 线 方向 导数 ， 即 





1 (CVi)+GIUL= 8 


这 种 形式 的 边界 条 件 称 之 为 Neumann 条 件 或 第 二 类 边界 条 件 。 

三 是 对 于 偏 微分 方程 组 ,边界 条 件 可 以 是 第 一 和 第 二 种 边界 条 件 的 混合 ， 这 种 形式 称 为 
第 三 类 边界 条 件 。 

用 有 限 元 法 求解 偏 微分 方程 的 过 程 如 下 : 

(D 剖 分 区 域 , 将 区 域 分 为 有 限 个 互 不 重 礁 的 三 角形 “基本 元 ” 根据 实际 问题 的 需要 在 
Q 内 取 Ne 个 点 ， 以 使 这 些 点 连 成 三 角形 网 络 ， 每 个 三 角形 就 是 一 个 “基本 元 ” 三 角形 基本 
元 的 顶点 称 为 节点 ， 有 一 条 落 在 边界 的 基本 元 称 为 边界 基本 元 ， 其 余 称 为 内 部 基本 元 ; 

(2) 将 基本 元 和 节点 编号 ， 先 内 部 基本 元 后 边界 基本 元 ， 先 内 部 节点 后 边界 节点 ; 
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(G3) 在 每 个 基本 元 (包括 边界 基本 元 在 内 ) 上 构造 变 分 问题 解 的 线性 插值 函数 恩 〈i 为 基 


本 元 编号 ); 
(4) 将 每 一 个 单元 上 构造 的 函数 办 合并 起 来 ， 就 得 到 在 整个 区 域 Q 上 的 分 块 近 似 函 数 。 
并 且 定 义 





KJj= cvaj 六 Yur 
G 


Mi = oa 


G 


ov =| aaa 
时 
态 =| 14hdx 
G 


G=|syuw 
夫 


(5) 总 体 合 成 

将 Ki， Mi Ci 五、Gi 合 成 矩阵 KK、M、@、F、G， 则 由 变 分 原理 及 有 限 元 的 理论 
可 知 ， 原 微分 方程 等 价 于 线性 方程 

{K+AM+OJU=F+C 

其 中 开 、M、@O 是 NmsN， 和 阵 ， 由 函数 assema 产生 ， 下 、G 是 N 维 向 量 ， 由 assemb 

产生 ， 当 不 必要 区 分 天 、M、@ 及 下 、G 时 ， 上 式 也 可 合并 为 
KU 一 

偏 微分 工具 箱 (PDE ToolBox) 利 用 有 限 元 方法 ， 研 究 和 求解 关于 2 维 区域 和 时 间 t 的 偏 微 
分 方程 。 它 的 命令 函数 及 其 图 形 界面 可 以 广泛 地 应 用 于 涉及 求解 偏 微分 方程 的 应 用 工程 科 
学 ， 包 括 结构 力学 、 电 磁 学、 热传导 及 扩散 问题 。 本 工具 箱 具 有 如 下 特点 : 

*“ 完整 的 2 维 偏 微分 方程 的 预 处 理 和 后 处 理 界 面 ; 

* 自 适 应 产生 有 限 元 网 格 并 可 精 化 网 格 ; 

“利用 界面 构造 相应 的 几何 体 ; 

* 描述 边界 条 件 : Dirichlet 条 件 、 广 义 的 Neumann 条 件 及 混合 边界 条 件 ; 

"灵活 处 理 偏 微分 方程 的 系数 及 方程 描述 ; 

* 可 以 处 理 多 参数 的 非 线性 系统 ; 

* 可 以 给 出 方程 解 的 多 种 特性 的 可 视 化 结果 。 

需要 指出 的 是 ， 本 工具 箱 求解 偏 微分 具体 步骤 与 用 有 限 元 方法 求解 偏 微分 方程 的 过 程 是 
一 致 的 ,包括 几 个 步骤 ， 即 几何 描述 、 边 界 条 件 描述 、 偏 微分 方程 类 型 选择 、 有 限 元 划分 计 
算 网 格 、 初 始 化 条 件 输入 , 最 后 给 出 偏 微分 方程 的 数值 解 (包括 画图 )。 

特别 注意 的 是 本 工具 箱 只 解决 下 列 类 型 偏 微分 方程 ， 即 

* 椭 圆 型 偏 微分 方程 

一 VCVx)+at= 让 inQ 
* 非 线 性 偏 微分 方程 : 
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一 VCcGOVaD)+a(Gou = Fo 
* 本 征 型 问题 (或 特征 值 问题 ) 
一 VCCcVIaD)+aL= 和 du 
*“ 双 曲 型 偏 微分 方程 
Du 


“抛物线 型 偏 微分 方程 


4 





一 VCcVu)+aut= 丰 in Q 


4 忆 一 Y'CcYwO+an=7 in Q 
丰 


上 述 方程 中 的 系数 c、a、d、8 可 以 是 关于 (xy) 及 时 间 的 复杂 函数 。 


可 将 工具 箱 中 的 函数 简单 地 划分 为 如 下 4 类 。 
(D 偏 微分 方程 算法 函数 ( 见 表 2.1.D 
表 2. 1. 1 偏 微分 方程 算法 函数 列表 


adaptwmesh 





Semb 成 边界 质量 和 刚度 拓 阵 





assemat 生成 积分 区 域 刚度 逢 阵 





assempde 组 成 偏 微分 方程 的 刚度 矩阵 及 右边 





hyperbolic 求解 双 曲 线 型 偏 微分 方程 





Parabolic 求解 抛物 线 型 偏 微分 方程 





pdeeig 求解 特征 型 偏 微分 方程 





pdenonlin 求解 非 线性 型 偏 微分 方程 








poisoly 利用 托 形 格式 快速 求解 泊 松 方程 
(2) 网 形 界 而 函数 ( 见 表 2.1.2) 
表 2.1.2 图 形 界面 函数 列表 


pdecirc 画 圆 








pdeellip | 画 圆 





Pdemdicv | 转化 为 版 本 1.0 式 的 “m 型 文件 





Pspoly 画 多 边 形 
画 矩 形 





偏 微分 方程 工具 箱 的 图 形 用 户 界面 





(3) 几何 处 理 函 数 ( 见 表 2.1.3) 
表 2. 1. 3 ”几何 处 理 函 雪 列 表 





csgchk 检查 儿 何 矩 阵 的 有 效 必 
csgdel 删除 接近 边界 的 小 区 





dccsg 几何 区 域 分 解 为 最 小 区 域 





initmesh 





Jiggiemesh 





Poimesh 





refinemesh 





wbound 污 





Wegeom 写 一 个 几何 描述 文件 





Pueeomt 画 轮 订 图 





pdemesh 画 偏 微分 方程 的 三 角形 网 格 





pdeplot 画 偏 微分 方程 的 三 


画 表面 图 命令 
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(4) 通用 函数 
表 2.1.4 通用 函数 列表 














求解 一 般 的 稀疏 特征 值 问题 
由 三 角形 格式 转化 为 矩形 格式 








2.2 区域 划 分 及 有 限 元 网 格 描述 函数 


用 有 限 元 法 求解 偏 微分 方程 中 , 关键 是 网 格 生成 和 刚度 及 右 端 向 量 合成 问题 , PDE 工具 
箱 提供 了 大 量 与 此 有 关 的 函数 。 


1 pdebound 
功能 : 生成 边界 M 文件 。 
格式 : [q,g,h,r]=pdebound(p,e,u:time) 
说 明 : 边界 M 文件 给 定 一 个 PDE 问题 的 边界 条 件 。 我 们 能 处 理 的 最 普遍 的 边界 条 
件 形 式 为 : 
Au = 


中 CC@vVaO+du = 8+ 户 / 


我 们 以 符号 此 .(c @ Vi 表示 由 元 素 Ci1) 组 成 的 N*1 和 矩阵 


六 cos(oUc 全 2 2 中 
气 2 让 让 2 2y 下 .2.1 过 不 2.2 2 了 








中 ， 边 界 向 外 法 线 矢 量 

此 = (cos(a),sin(a)) 

对 M 个 Dirichlet 条 件 h 为 MxN 和 矩阵，M > 0。 产 生 的 Neumann 条 件 包 含 源 
项 h',nh。 由 此 可 得 Lagrange 乘 数 h， 从 而 可 得 令 人 满意 的 Dirichlet 条 件 。 需 
要 定义 的 参数 有 q、g、h、r。 当 M=0 时 ， 称 产生 一 个 Neumann 边界 条 件 ; 
M=N 时 ,为 一 个 Dirichlet 边界 条 件 ; 而 当 0<M<N 时 ,为 一 个 混合 边界 条 件 。 
[q, g, h, rj=pdebound(p, e, u, time) 计 算 边 界 e 的 q、g、h 及 r 的 值 ; 矩阵 p、e 
是 数据 网 格 ，e 只 需 为 边界 网 格 的 子 集 。 数 据 网 格 的 详细 描述 可 在 initmesh 
输入 时 获得 。 输 入 量 u 和 time 分 别 用 于 非 线性 求解 及 时 间 序 列 算法 。 如 果 相 
应 的 参数 没有 输入 集合 ， 则 u 和 time 为 空 算 阵 ， 若 time 是 NaN 并 且 任何 一 
个 函数 qd.g、h 和 与 time 有 关 , 则 pdepound 必须 返回 一 个 大 小 合理 的 矩阵 ， 
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相应 的 输出 项 在 所 有 位 置 都 包含 NaN。 解 u 以 一 个 解 矢 量 u 表示， 详细 描述 
可 参见 assempde。q 和 8 必须 包含 每 个 边界 中 点 值 q9、g， 这 样 我 们 有 
size(q)=[N^2ne]， 其 中 N 为 系统 维 数 ，ne 是 e 的 边界 数 ，size(g)=[N 
ne]l。 对 Dirichlet 条 件 ， 人 应 的 值 必须 为 地。h 和 T 必 须 包 会 每 个 边界 的 第 一 
个 点 的 值 hb、r， 接 着 为 每 个 边界 的 第 二 个 点 的 值 hb、r， 这 样 我 们 有 
其 中 N 为 系统 的 维 数 ，nc 是 “ 的 边界 数 ， 
size(r)=[N2x*ne]-。 当 M<N 时 ，h 和 必须 附加 上 N-M 行 零 . 矩阵 q、h 
的 元 素 以 列 向 量 的 形式 保存 在 Matlab 矩阵 q、h 中 - 


size(h)=-[N^2 2*ne]， 


: 对 边界 条 件 


u=2 


Recevo+|: 小- 
2 0 


jx 


以 下 各 值 保存 在 q, g,h 及 r 中 


参见 : initmesh, pdegeom, pdesdt pdeent。 


pdegeom 


功能 : 


建立 几何 M 文件 。 


格式 : ne=pdegeom 


说 明 : 


d=pdegeom(bs) 
[x ,y]=pdegeom( bs, s) 
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给 定 已 知 边界 参 数 的 区 域 为 2 维 的 ， 设 区 域 及 边缘 符号 为 唯一 正 数 。 边 缘 各 
部 分 不 能 互相 重 登 。 整 个 2 维 问题 的 表述 可 包含 几 个 不 可 分 制 的 部 分 ， 有 各 
部 分 有 公共 边缘 。 每 个 区 域 的 边界 可 由 几 个 边缘 片 组 成 。 所 有 边缘 各 部 分 的 
点 相 一 致 。 有 时 我 们 称 边缘 部 分 为 边界 部 分 或 边 





连接 处 必须 与 边缘 各 部 分 中 
沿 部 分 。 边 界 部 分 位 于 最 小 
间 的 边沿 处 。 





区 域 联结 处 的 外 部 边界 ， 边 沿 部 分 位 于 最 小 





区 域 
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说 明 几 何 问 题 时 有 如 下 两 种 选择 。 

e” 以 函数 decsg 建立 一 个 分 解 几 何 矩 阵 ， 此 项 工作 可 由 pdetool 自动 完成 。 
用 分 解 几 何 矩 阵 将 边缘 部 分 限制 为 直线 、 圆 或 顶 圆 。 在 上 具 箱 中 ， 几 何 
M 文件 可 出 分 解 矩 阵 蔡 代 。 

。 建立 个 几何 M 文件 。 通 过 建立 白 己 的 几何 M 文件 ， 可 以 得 到 ”个 与 
数学 函数 吻合 得 很 好 的 几何 图 形 。 以 下 是 一 个 如 何 建立 心 形 线 的 例子 ; 
ne=pdegeom ,ne 为 边缘 分 割 段 数 。 

d=pdegeom(hs) 为 只 有 一 列 说 明 每 个 边缘 分 割 的 向 量 的 矩阵 ， 该 矩阵 被 指定 在 
bs 中 。 其 中 

。 ”第 一 行 包 含 参数 初始 值 

。 第 二 行 包含 参数 终 值 ， 

e 第 三 行 包含 左边 区 域 的 符号 “左边 ”是 相对 于 从 起 始 行 1 到 结束 行 2 

设 定 的 方向 而 言 的 )， 

。 第 四 行 包含 右 边区 域 的 符号 。 

所 有 区 域 联结 处 的 余 角 赋值 为 0。 

[x, yj=pdegeom(bs , s ) 建 立 边缘 分 割 部 分 各 点 的 坐标 。bs 指定 各 边缘 分 割 ，s 

为 与 之 相应 的 参数 值 。bs 可 以 是 标量 ， 参 数 s 需 与 曲线 长 度 近 似 成 比例 。 所 

有 最 小 区 域 在 边界 至 少 有 两 个 、 最 好 有 三 个 边缘 分 割 。 

函数 cardg 定义 一 个 心 形 线 几 何 图 形 。 

z-2(1+cos () ) 

function [x，Y]=cardg(bs，s) 























nbs=47 

if nargin = = 0 

X=nbs)， 

FetuIn 

end 

qdl=[ 0 Pi/2 Pi 3x*pi/2 
Pi/2 Pi 3*pi/2 22DPI7 
工 工 二 工 
0 0 0 0]7 

ff nargin = = 工 


x=-dl(:，bs); 

return 

end 

X=Zeros (Size(S)) 

Y=zeros (size(s)) 7 

[mvn]=size(bs); 

if m==1 n==1， 
bs=bs*ones (size(S)) ; expand bs 
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elseif m= size(s ，1) n=size(s ，2)， 
eror ( S must be scalar or of same size as 5? ) ); 
end 
nth=400) 
th=linspace(0 ,2*pPi ,nth)7 
z-2* (1+cos (th) ) 7 
Xt=z-*xcos (th) ; 
Yt=z-*Ssin(th) 7 
th=pdearcl (th ,[xt ;ytl] ，s，0 ，2x*pi) ， 
=2* (1+cos (th)) 7 
X(:)=r。*cos( th ) ， 
Y(:)=r。*sin( th ) 7 
用 函数 pdearcl 来 使 参数 与 弧 长 成 正比 ,可 以 通过 输入 以 下 语句 来 验证 函数 ， 
Pdegplot( ardg?  ，axis equal 
[P ，e，t 上 ]=initmesh( ardg? ) 7 
Pdemesh(P ，e， 七 ) ，axis equal 
现在 来 解决 PDE 问题 -Au = 1， 其 几何 图 形 由 心 形 线 定义 ,用 Dirichlet 边界 条 
件 : 
u=asscempdc ( ardba ,pcevtrl，o，1)， 
Paesurf (PP， 七 ，u ); 

注意 : 参数 s 必须 与 曲线 长 度 近似 成 正比 。 所 有 最 小 区 域 在 其 边界 处 必须 有 至 少 两 
个 、 最 好 三 个 边缘 分 割 。 

参见 : initmesh , refinemesh , pdearcl。 





wbound 

功能 : 写 边界 条 件 文件 。 

格式 : fid=wbound(bl,mn) 

说 明 : fid=wbound(bl,mn) 写 一 个 边界 M 文件 ， 名 字 为 “mn.m” 。 这 个 边界 M 文件 与 
边界 条 件 窍 阵 bl 等 价 。 如 果 文 件 不 能 被 写 ，fid 返回 值 为 -1。pbl 描述 PDE 问 
题 的 边界 条 件 ， 它 是 一 个 边界 条 件 矩 阵 ， 详 见 条 目 assemb。 笨 出 文件 “mn.m” 
是 边界 M 文件 的 名 字 ， 详 见 pdebound。 

参见 : decsg,pdegeom,pdcbound,wgcom。 


wgeom 

功能 : 写 一 个 几何 描述 文件 。 

格式 : fid=wgeom(dLmn) 

说 明 : fid=wgeom(dLmn) 输 出 一 个 几何 M 文件 ， 名 字 为 “mn.m”" 。 几 何 M 文件 等 价 
于 分 解 的 几何 矩阵 由 。 如 果 文 件 不 能 被 写 ， 则 fid=-1。dl 是 分 解 的 几何 矩阵 ， 
它 的 格式 见 decsg。 “mn.m” 是 输出 的 M 文件 的 名 字 ， 几 何 M 文件 的 格式 见 
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pdegeom。 
decsg,pdegeom,wbound。 


initmesh 


功能 : 
格式 : 


说 明 : 


举例 : 


产生 初始 的 三 角形 网 格 。 

[p,cd=initmcsh(g) 

[ped-initmesh(g,PropertyName'PropertyValue,.) 
[p.edj=initmesh(g) 利 用 区 域 描述 函数 g 返回 以 三 角形 基本 单元 的 有 限 元 网 格 ， 
网 格 尺寸 由 区 域 的 几何 形状 决定 。 参 数 g 可 以 是 分 解 的 几何 矩阵 ， 也 可 以 是 
描述 区 域 的 几何 M 文件 ,几何 矩阵 及 几何 M 文件 参见 decsg 及 pdegeom。 该 
函数 的 输出 量 p、e、t 是 网 格 数据 。 在 矩阵 p 中 的 第 一 行 和 第 二 行 是 网 格 点 X 
坐标 和 y 坐标 ， 在 边界 矩阵 e 中 的 第 一 行 和 第 二 行 包 含 边界 段 起 始点 和 终止 
点 的 网 格 点 索引 ， 第 三 行 和 第 四 行 是 相应 参数 值 ， 第 五 行 是 边界 段 编 号 ， 第 
六 行 和 第 七 行 分 别 是 边界 段 左边 和 右边 的 子 区 域 个 数 。 在 三 角 扼 阵 t 中 ， 前 
三 行 是 三 角形 单元 顶点 顺 时 针 顺 序 的 编号 索引 ， 第 四 行 是 子 区 域 个 数 。 

在 工 型 区 域 生 成 有 限 元 网 格 ( 见 图 2.2.1)， 则 相应 网 格 描述 息 阵 P 、e、 t 为 





0.35 





05 





-1 05 0 035 1 


图 2.2.1 有 限 元 网 格 
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6 refinemesh 


功能 : 


格式 : 


说 明 : 


举例 : 


精 化 三 角形 有 限 元 网 格 - 
[pl.el,t]=refinemesh(g,.p.e.U 
[pl,el,tl]=refinemesh(g,p.e.bregular) 
[pl,el,tl]=refinemesh(g,.p,e,blongest) 
[pl,el,t]=refinemesh(g.p.e,LibD 
[plel,tl]=refinemesh(g,p,e,bit 





regular) 
[pl,el,tl]=refinemesh(g,p,e,biblongest) 
[pleltl,ul]=refinemesh(g,p,e,bu) 
[pl,eltlul]=refinemesh(g,.p,e:bu,regular) 
[pleltlul]=refinemesh(g,p,e,bu,longest) 
[pl,el,tlul]=refinemesh(g,p,e:buiD 
[pl,el,tl,ul]=refinemesh(g,p,e,bu,ibregular) 


[pl.el.tLul]=refinemesh(g.p.e.bu.it'longest) 
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[pl.el.t1]=refinemesh(g.p.e.D 返 回 区 域 gs 上 精 化 后 的 网 格 。g 是 区 域 描述 P 、 


e、t 是 原 网 格 参数 。 
且 利用 线性 插值 方法 ， 
区 域 ， 可 以 是 向 量 或 


个 三 角形 基本 元 生成 








函数 [pl.el.t]=refinemesh(g.p.e.bu) 不 仅 精 化 网 格 ， 而 
求 出 新 网 格 点 上 U1, 参数 it 是 指定 网 格 中 的 需 精 化 子 
量 组 。 参 数 regula 限制 函数 精 化 网 格 的 方式 ， 即 由 一 











个 三 角形 基本 元 。 这 种 方法 也 是 函数 的 默认 精 化 方式 。 








Longest 也 是 一 种 精 化 网 格 方式 ， 它 可 将 指定 的 三 角形 最 长 边 划分 为 两 段 。 
精 化 L 型 区 域 网 格 。 图 2.2.2 则 是 L 型 区 域 上 不 同 的 网 格 图 。 


[Pet]=initmesh('1shapeg'，'hmax'yvinf)7 


Subplot (2,2,1)， 


Pdemesh (P,evt) 


[Pet 上 ]j=refinemesh('1shapeg'vpvert) 7 


SubploL (2,2v2)， 


pdemesh (pvevL) 


[pvevt]-refinemesh('1shapeg'vpvevt)7 


subplot (2,2,3)， 


Pademesh (pvevt) 


[p,evt]=refinemesh('1shapeg'v pe,t): 


Subplot (2,2,4)， 
Subp1lot 


pdemesh (P,e,t) 
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图 2.2.2 


精 化 L 型 区 域 上 不 同 的 网 格 


7 Adaptmesh 


功能 : 
格式 : 


说 明 : 


产生 白 适 应 的 网 格 和 求解 PDE 方程 。 
[up,e.t=adaptmesh(g,b.c,a 介 
[u,p,e.tj=adaptmesh(g,b,c,a.f,'propertyname'.propertyvalue) 
函数 [u,p.e.tl=adaptmesh(g,b.c,a.f, 'propertyname'propertyvalue) 产 生 自 适应 的 网 
格 并 求解 PDE 方程 。 可 选项 由 propertyname/propertyvalue 对 给 出 。 
该 函数 产生 一 个 椭圆 标量 PDE 方程 

一 VCcVu) +au=jo12 
或 椭圆 系统 方程 

一 VCcQVu) =jon2 
同时 问题 的 几何 和 边界 条 件 由 g 和 bb 给 出 。 网 格 由 pP、e 和 上 + 描 述 。 解 以 向 量 
u 的 形式 给 出 , 关于 解 向 量 miaosh 的 详情 参见 assempde。 解 的 算法 通过 用 精 
制 三 角 网 格 解 一 系列 的 PDE 问题 来 实现 。 第 一 个 三 角 网 格 的 产生 通过 调用 带 
选项 的 函数 adaptmesh 或 不 带 选 项 的 函数 initmesh。 其 后 三 角 网 格 是 通过 解 
PDE 问题 ， 计 算 误 差 ， 根 据 误 差 选择 一 套 三 角 网 格 ， 然 后 精制 它们 。 最 后 再 
计算 PDE 问题 的 解 - 循环 一 直 持续 到 三 角 网 格 不 再 变化 或 者 达到 了 最 大 的 三 
角 数 目 ， 或 者 产 牛 网 格 的 次 数 达到 了 最 大 。 
g 描述 PDE 问题 的 分 解 几何 。g 可 以 是 一 个 分 解 的 几何 矩阵 或 几何 M 文件 。 
分 解 的 几何 矩阵 和 几何 M 文件 的 形式 参见 decsg、pdegeom。 
b 描述 PDE 问题 的 边界 条 件 。 它 是 一 个 边界 条 件 矩 阵 或 边界 M 文件 的 名 字 。 
边界 条 件 和 矩阵 和 边界 M 文件 的 形式 参见 assemb 或 pdebound 。 
网 格 由 网 格 数据 p、e 和 + 给 出 ， 关 于 网 格 数据 的 详情 见于 条 目 initmesh。 
PDE 问题 的 系数 c、a\、f 可 有 很 多 不 同 的 给 法 。 如 果 使 用 给 定 特性 nonlin， 使 
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用 非 线性 解法 ， 则 在 adaptmesh 中 系数 决定 于 解 u。 系 数 不 依赖 于 时 间 t。 完 
整 的 选项 列表 见 条 目 assempde。 
表 2.2.1 给 出 了 propertyname 和 propertyvalue 对 ， 它 们 的 缺 省 值 和 说 明 。 
表 2.2.1 属性 及 属性 值 列 表 





产生 网 格 的 最 大 次 数 
pleltlL 初始 网 格 

Matlab 函数 | Pdueadworst 三 角 选 择 方法 

数字 | o5 函数 参数 











Longestiregular | Longest 角 精 制 方法 
onlo 储 使 用 非 线性 解法 








数字 非 线性 容 差 

u0 非 线性 初始 值 
Fixedllampedlfull 非 线性 Jacobian 计算 
numericlinfienergy 非 线性 剩余 准则 

















Par 被 传递 给 tripick 函数 ， 它 通常 作为 解 与 方程 符合 程度 的 容 差 。 
网 格 只 能 精制 ngen 次 ， 当 网 格 内 的 网 格 数 大 于 maxt 时 ， 精 制 也 会 停止 。 
pl1、el 和 tl 是 输入 的 网 格 数据 ， 这 个 网 格 作为 适应 算法 最 先 使 用 的 网 格 。 网 
格 数据 表示 的 方法 见 initmesh。 如 果 没有 提供 初始 网 格 ， 将 会 调用 没有 选项 
的 initmesh 函数 作为 初始 网 格 。 
三 角 选 择 方法 tripick， 是 一 个 用 户 定义 的 三 角 选 择 方法 。 通 过 函数 pdejmps 
计算 误差 估计 值 ， 三 角 选 择 方法 将 选择 在 下 一 次 三 角 网 格 牛 成 时 需要 精制 的 
网 格 。 函 数 被 调用 时 使 用 参数 p、t、cc、aa、ff、u、errf 和 par。p 和 + 表示 
当前 网 格 的 生成 ，cc、aa'、 企 是 当前 PDE 问题 的 系数 ，u 是 当前 解 ，errf 是 计 
算 的 误差 估计 值 ，par 是 函数 参数 ， 作 为 adaptmesh 的 选项 。 甜 阵 cc、aa、 企 
和 erf 有 以 列 ， 这 里 尽 是 当前 的 三 角 数 目 ，cc、aa、 企 的 行 数 与 输入 的 项 c、 
a\、f 相同 ，errf 的 行 数 与 系统 中 的 方程 数目 相同 。 工 具 箱 中 有 两 个 标准 的 三 
角 选 择 方法 一 一 pdeadworst 和 pdeadgsc。Pdeadworst 选 择 errf 超 过 最 坏 系数 ( 缺 
省 值 为 0.5) 的 三 角 ，pdeadgsc 以 一 个 相对 容 差 标准 选择 三 角 。 
精制 方法 有 最 长 和 规则 两 种 ， 详 见 refinemesh。 
适应 算法 也 可 以 解 PDE 方程 。 对 于 非 线性 的 PDE 方程 ， 非 线性 参数 nonlin 
必须 设 为 on。 非 线性 容 差 toln 非 线性 初始 值 uo， 非 线性 Jocabian 计算 结果 
Jac 和 非 线 性 残余 标准 Norm 被 传递 给 非 线 性 解法 函数 pdenonlin。 关 于 非 线 性 
解法 函数 的 详情 见于 pdenonlin。 

举例 : 解 一 个 扇面 上 的 Taplace 方程 ,直线 上 边界 条 件 是 u=0. 弧 上 是 Drichlet 边界 
条 件 u=cos(2/3atan2(yx)),， 并 且 将 结果 与 精确 解 进行 比较 。 精 制 网 格 使 用 最 大 
误差 标准 ， 直到 得 到 一 个 具有 500 个 三 角 的 网 格 ， 见 图 2.2.3。 


[uv,pvet]=adaptmesh( iirsg? irsb? 1,0,0， axt? 500,? 


















ripick? deadworst? gen? inf); 
x=p(lv:)7Y=P(2，:)7 
exact=((x.^2+y.^2) . (1/3.cos (2/3*atan2(y,xX) ) ) 7 
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max (abs (U-exact) ) 
ans=0.58 
Size(t,2) 
ans= 534 
Pademesh (Pv,evt) 


1 
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图 2.2.3 ”精制 网 格 








最 大 的 绝对 误差 是 0.0058，534 个 三 角 。 我 们 来 检验 一 下 做 一 个 规则 的 三 角 
网 格 需 要 多 少 次 精制 : 

[pv,e,t]=initmesh( 1irsq? ) 

[pve,t,]=refinemesh( irsg? pvert) 7 

uU=assempde( irsb? pvertv1，0,0); 

x=p(1, :)7Y=p(2，:)7 
exact=((X.^2+Y.^2) .^(1/3) .*cos (2/3*atan2 (YX) ) ) 7 
max (abs (u-exact) ) 

ans=0.054 

size(t,2) 

ans=1640 

[pvevL]j=ceIinermesh( 1Irsb? pverLr1lvr0,0)7 
u=assempde( irsb? Prertv1v0,0)7 

x =P(1,，:)77=P(2，:) 7 
exact=((x-^2+YyY-^2) -^(1/3) -*cos (2/3xatan2(yvx) )) 7 
max (abs (u-exact) ) 

ans=0.054 

size(t,2) 

ans=6560 

Pdemesh (P,e,t) 
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这 样 ， 用 规则 的 精制 网 格 ， 我 们 需要 6560 个 三 角 才 能 得 到 我 们 用 适应 性 网 格 
得 到 的 解 的 精度 。 注 意 规则 精制 时 ， 当 元 素 的 数目 增加 到 四 倍 ， 误 差 只 减 小 
0.6。 对 一 个 有 规则 解 的 问题 ， 我 们 希望 有 Oh23) 的 误差 ， 但 是 这 个 解 是 单一 
的 ， 出 于 开始 usr'e。 
注意 : 在 结束 前 ， 将 显示 下 面 的 ”条 信息 : 
。adaption complctcd( 表 示 tripick 函数 返回 零 个 需要 精制 的 网 格 ) 


se Maximum number of triangles obtained 

















。Maximum number of refinement passes obtained 


参见 : initmesh.refinemesh.assempde.pdeadgsc.pdeadworstpdejmps。 


assema 
功能 : 集合 面积 分 的 贡献 。 
格式 : [K,.M,F]=assema(p,tc,a.D) 
[ 开 ,M,F]=assema(p,tc,a.fu0) 
[区 ,M,F]=assema(p,bc,a,fu0,time) 





[区 ,MF]=assema(p,bc,a.fu0,time,sdD) 
[K,M,F]=assmea(p,bc,a,ftime) 
[K,M,F]=assema(p,bc:a,ftime,sdD) 
说 明 : [区 ,MF]=assema(p,bc,a, 人 集合 硬度 矩阵 K， 质 量 宅 阵 M 和 右手 向 量 F。 输 入 参 
数 p、t、c、a、f、u0、time 和 sdl 都 与 assempde 函数 有 相同 的 含义 。 
参见 : assempde-。 


assemb 

功能 : 集合 边界 条 件 的 贡献 。 

格式 : [Q,GH.R]=assemb(b.p.e) 

[Q.GH.R]=assemb(b,p,e'u0) 
[Q,GH,R]=assemb(b,p,e,u0,time) 
[Q,GH,R]=assemb(b,p,e'u0,time,sdD) 
[Q,GH.R]=assemb(b,p.etime) 
[Q,GH,Rj=assemb(b,p,e,time,sdD) 

说 明 : [Q,GH,R]=assemb(b.p,e) 集 合 矩 阵 Q 和 H， 向 量 G 和 R。Q 应 当 被 加 入 系统 矩 
阵 ， 并 且 包 含混 合 边界 条 件 的 贡献 。G 应 当 被 加 入 右手 向 量 ， 并 且 包 含 
Neumann 和 混合 边界 条 件 的 贡献 。 方程 H*u=R 代表 Dirichlet 型 边界 条 件 。 输 
入 参数 p、e、u0、time 和 sdl 与 assempde 函数 中 的 参数 有 相同 的 含义 。b 描 
述 PDE 问题 的 边界 条 件 ， 它 可 以 是 一 个 边界 条 件 托 阵 或 者 边界 条 件 M 文件 。 
边界 M 文件 的 形式 见 条 目 pdebound， 边 界 条 件 和 矩阵 的 形式 描述 如 下 。 
工具 箱 可 以 处 理 如 下 类 型 的 边界 条 件 : 

。 在 一 个 归 一 化 的 Neumann 边界 部 分 ，q 和 g 与 下 列 方 程 导出 的 值 相 关 
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(eviO+gu=8 


。 在 一 个 Dirichlet 边界 部 分 ，hu=r。 


工具 箱 也 可 以 处 理 在 区 域 Q 上 的 PDE 系统 。 令 系统 的 变量 数目 为 N， 我 
们 通常 的 边界 条 件 是 : 
名 = 


(CC@VYa+ 双 =8+ 


CQ@Vu 
是 指 N 行 1 列 矩 阵 ， 和 矩阵 的 〈i1) 个 元 素 为 


六 ceo 本 号 +eosajcuns 噩 +sin(oeu 交 +aptajcuas 6 Do 





这 里 o 是 边界 法 向 量 的 角度 ， 法 向 量 指向 区 域 Q 的 外 侧 。 
边界 条 件 窍 阵 是 由 pdetool 在 内 部 产生 的 (实际 上 是 pdetool 的 一 次 调用 )， 
它 被 盯 数 assemb 调用 ， 用 来 集合 边界 条 件 乱 阵 和 忽 阵 Q、G、H、R 的 
贡献 。 边 界 条 件 和 矩阵 也 可 以 被 存放 在 一 个 边界 M 文件 中 , 将 来 由 wbound 
函数 调用 。 对 于 分 解 几 何 矩 阵 中 的 每 一 列 ， 边 界 条 件 矩 阵 中 必须 有 一 列 
与 之 对 应 ， 每 一 列 的 组 成 如 下 ; 
第 一 行 是 系统 的 维 数 , 
第 一 行 是 Dirichlet 边界 条 件 的 数目 M; 
第 三 行 到 3 十 N? 一 1 行 是 q 中 字符 串 的 长 度 ， 顺 序 是 按 q 中 列 的 顺序 : 
第 3 十 下 行 到 3 十 N2 二 N 一 1 行 是 g 的 字符 串 的 长 度 ， 
第 3 二 N+N 行 到 3 十 N2 二 N 十 MN 一 1 行 是 h 的 字符 串 的 长 度 ,顺序 也 是 
按 h 的 列 顺序 ， 
第 3 十 N?+N 二 NM 到 3 十 N?+N 二 MN 十 M 一 1 是 r 中 字符 串 的 长 度 。 
其 余 的 行 包含 Matlab 文本 表达 式 ， 代 表 实 际 的 边界 条 件 函数 。 文 本 字符 
串 的 长 度 对 应 上 边 的 描述 .Matlab 文本 表达 式 按 h 和 q 中 列 的 顺序 存储 ， 
字符 串 中 不 带 同 陋 符 ， 可 在 Matlab 表达 式 中 插入 如 下 变量 : 
。 一 维 坐标 (xy) 
。 边界 元 的 参数 s，s 与 弧 的 长 度 成 比例 ,起 始 处 为 0， 按 箭头 所 指 方向 

增长 ， 最 大 值 为 1; 
。 指向 外 侧 的 法 向 量 分 量 nx 和 ny， 如 果 需 要 切 向 量 ， 也 可 以 用 nx 和 

ny 表示 ， 因 为 

tx=-ny. ty=nx: 

。 解 向 量 u( 此 时 输入 项 u 必须 事先 区 分 ); 
。 时 间 {t( 输 入 项 time 也 需要 事先 区 分 )。 


举例 : 以 下 的 例子 演示 边界 条 件 和 矩阵 的 格式 。 


对 于 


-个 标量 PDE 方程 N=1) 的 边界 ，Neumann 边界 条 件 (M=0) 
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(eV 四 = 一 ze 


边界 条 件 被 表示 成 列 向 量 
人 
注意 这 里 没有 h 或 上 的 字符 串 长 度 。 
同样 对 于 一 个 标量 PDE 方程 ，Dirichlct 边界 条 件 
=x2- 史 
表示 成 列 向 量 
站 
对 于 一 个 N=2， 具 有 混合 边界 条 件 
(hi hi)u=m 
eevo 人 | 由 | 汪 
ga gz 
的 系统 ， 其 列 向 量 如 下 ; 





人 
这 里 1q11、1q21、… 表 示 Matlab 文本 表达 式 的 长 度 ，q11、q21、… 是 实际 的 
表达 式 。 可 以 很 容易 地 用 pdetool 生成 您 自己 的 例子 。 在 边界 模板 双击 边界 选 
项 ， 然 后 在 “Boubdary” 菜 单 ， 选 择 “Export Decomposed Geometry,Boundary 
Cond's…” 选 项 ， 输 出 边界 条 件 和 矩阵 到 Matlab 主 工作 空间 。 

参见 : assempde,pdebound。 
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10 assempde 


功能 : 


格式 : 


说 明 : 


生成 刚度 窃 阵 和 右 端 向 量 empde。 
uU=assempde(b,p,e,bc,a' 人 ) 
u=assempde(b,p,e:bca.fu0) 
u=asscmpdc(b,p,c,bc,a,fu0,timc) 


u=assempde(b,p,e,bc,a.ftime) 





K.F]=assempde(b.p.e.tc.a.f.u0) 
K,F]=assempde(b.p,e:bc,a.fu0.time) 
有 ,F]=assempde(b,p,e,tc,a,fu0,time,sdl) 
有 ,F]=assempde(b.p,e,bc,a.ftime) 
有 K,F]=assempde(b,p,e,bc,a,ftime,sdD) 
开 ,FB,ud]j=assempde(b,p,e,bc,a. 人 ) 
K,FEB,ud]=assempde(b,p， 表 
K,FB,ud]=assempde(b,.p,e'bc,a,fu0,time) 
K,FB,ud]=assempde(b,p,e,bc,a,ftime) 
K,M,FQ,GH,R]=assempde(b,p.e:bc,a.D 
K,M,FQ,GILR]=assempde(b,p,e'bc'a,fPu0) 
和 ,MEFQ,GH,R]=assempde(b,p.e'bc,a,fu0,time) 
K,MFQ.GHR]=assempde(b,p: fu0,time,sdD) 
KK,M.FQ.GH,R]=assempde(b.p, time) 
K,M.FQ.GH,R]=assempde(b.p,e:bc,a,ftime,sdlD) 
u=assempde(K,M,FQ.GH.R) 
K1,F1]=assempde(K.M.FQ.GH,R) 
K1,F1,.B,udj=assempde(K,M,FQ.GH.R) 
assempde 是 PDE 工具 箱 中 最 基本 的 函数 ， 它 用 有 限 元 的 方法 生成 刚度 矩阵 
和 右 端 向 量 ， 该 函数 主要 求解 下 列 标量 形式 的 偏 微分 方程 

一 VCcVID+at= 三 
及 系统 微分 方程 

V:Cc@Vvid+au= 丰 

标量 形式 的 微分 方程 解 & 是 一 个 向 量 ,N 维 系统 微分 方程 的 解 是 一 个 向 量 组 ， 
第 一 列 向 量 是 加 个 节点 上 分量 值 ， 依 此 类 推 。 
u=assempde(b，p，e, bt c, a, D 生成 偏 微分 方程 的 线性 系统 ， 并 消除 其 中 
Drichilet 条 件 ， 进 而 给 出 方程 解 。 
[K.Fl=assempde(b. pe, tc, a, 们 合成 偏 微分 的 有 限 元 解法 中 的 刚度 矩阵 及 
右 端 向 量 F， 方 程 解 为 u=KNF。 
[K.M,FQ.GH,R]=assempde(b, p, et c, a.f 将 有 限 元 解法 的 刚度 矩阵 及 右 端 
向 量 分 解 为 K、M、F、Q、G、H、R。 
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u=assempde(K, M, F, Q, G H, R ) 则 有 分 解 后 的 K、M、F、Q、G、H， 求 出 
方程 解 。 
参数 b 描述 偏 微分 方程 的 边界 条 件 ， 可 以 是 矩阵 或 M 文件 。 关 于 b 的 格式 
可 参考 函数 assemb 或 pdebound。 
偏 微分 方程 的 几何 条 件 可 有 p、e、t 来 描述 。 
标量 形式 的 偏 微分 方程 系数 c、a、f 的 表示 : 

。 常 值 ; 

。 由 三 角形 基本 元 的 中 心 处 的 取 值 构成 一 个 向 量 ; 

。 或 由 Matlab 函 数 及 程序 产生 。 
对 应 N 维 偏 微分 方程 组 中 ，c 是 一 个 张 量 。” N*N*2*2，a 是 NYN 的 矩阵 
是 长 度 为 N 的 向 量 ， 元 素 ciu ,ai ,di 及 导 保存 在 Matlab 和 矩阵 ac, d, f。 
ma 为 a 的 行 数 ， 当 j<i 时 ，ai=0; 当 j>i 或 ij 时 ,其 矩阵 存放 形式 见 表 2.2.2。 

表 2. 2. 2 ”na 取 值 列表 























阵 c 中 ， 元 素 存放 格式 与 系统 维 数 和 元 素 n 有 关 。 表 2.2.3 是 其 
存放 格式 (其 中 j>i 或 j =i，l>k 或 = 
表 2. 2. 3 c 取 值 列表 








1 
K 
1+k-1 
21Hk-2 
工 


2i+k-2 




















Si+ltk-4 





4i+21+k-6 
N (2N 二 1) 2P-3j+4i+2l+k-5 
4N2 4NG-D+4i+2lHk-6 




















举例 : 求 形状 区 域 上 的 偏 微分 方程 -Au =1 ， 在 边界 上 u=0, 并 画 出 函数 解 。 
[P,ev,t]=initmesh('1shapeg'，'Hmax'v,0.2)7 
[p,e,t]=refinemesh('1shapeg'yvpvet) 
u=assempdqe ('1shapeb',prert,1,0,1)7 
pqdesurf (p,t,u) 
最 后 得 到 的 函数 解 图 见 图 2.2.4。 


120 


Matlab 工具 箱 应 用 指南 一 应 用 数学 外 


4 


图 2.2.4 





< 


函数 解 图 


给 出 偏 微分 方程 组 方程 个 数 N=3 时 ， 


的 存放 格式 ; 





形式 矩阵 a 和 在 元 素 个 数 不 同 时 





c(D) 
cG) 


c(G3) 
cCO) 





0 


c(GD) 
cC2) 


0 


cG) 
cd) 


c0D 
cG) 


c(G3) 
cO) 


cG) cG) 
cG) _cO) 





0 
0 


0 


c(S) 
c(6) 


c(O7) 
c(8) 


0 
0 
0 


0 
0 
0 
0 


0 





0 
0 


0 
0 
0 


0 
0 





0 





0 





ce(9) ce0D) 
cU0)_ cU2) 
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2.3 求解 偏 微分 方程 的 函数 


PDE 工具 箱 提供 求解 抛物 线 型 、 双 曲线 型 及 本 征 型 偏 微分 方程 的 函数 。 


1 parabolic 


功能 : 
格式 : 


说 明 ; 


举例 : 


求解 抛物 线 型 偏 微分 方程 。 

ul=parabolicCna0.tlisbh,.p.e,bc,a.f.d) 

ul=parabolic(u0.tlistb.p.e.tc.a.f.d.rtoD) 
ul=parabolic(u0,tlistb.p.e,bc,a,fd,rtolatoD 

ul=parabolic(u0,tlisbK,FB,ud,MD) 

ul=parabolic(u0,tisbK,FB,ud,MrtoD) 

ul=parabolic(u0.tlisbK,FB,ud,M.rtolatol) 

ul=parabolic(u0,tlistg,b,p,e,bc,a,f,d) 用 有 限 元 法 求解 标量 形式 的 抛物 线 型 偏 微 
分 方程 


4 忆 -Vi(CcYO+aun= ongQ 
42-Vi(c@VaO+au= onQ 


网 格 参 数 是 p、e、t， 边 界 条 件 b 可 用 和 矩 阵 形式 也 可 以 用 M 型 立 件 ,可 依赖 于 
时 间 t， 方 程 系数 c 、a、 d、f 也 可 以 是 时 间 的 函数 。atol、rtol 是 设 定 的 
绝对 和 相对 误差 。 参 数 tlist 是 一 时 间 序列 。 对 于 标量 形式 的 椭圆 型 偏 微分 方 
程 ， 该 函数 的 返回 值 是 一 个 矩阵 ， 和 珑 阵 每 一 列 是 对 应 于 网 格 节点 在 不 同时 间 
时 的 方程 数值 解 ， 对 于 偏 微分 方程 组 ， 则 矩阵 ul 中 的 前 ne (节点 数 ) 对 应 于 u 
的 第 1 个 分 量 ， 依 次 类 推 。 

ul=parabolic(u0lisK,FB,ud,M) 用 于 求解 ODE 问题 ， 即 


BOMBe + Ku = 顾 
(4 


& = 有 ii 二 


其 中 初 值 为 u0。 
热传导 方程 
=An 

Et 


求解 区 域 为 正方 形 -1<x,y<1， 





初 值 条件 : 当 x+y? <s1 时 ，u(O)=1， 其 他 情况 u(D)=0。 
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[P,e, 七 ]=initmesh('squareg') 7 
[Pet]=refinemesh('squareg'v pvert): 
uU0=zeros (Size(P,2)，1)7 
ix=find(sSqrt(P(1，:).^2+Pp(2，:) .2)<0.4)7 
u0 (ix)=ones (size(ix) ) 7 
七 IIist=-1linspace(0,0.1，20)7 
ul=Pparabolic(u0,t1list,'squarebl'v,pvevt,1,0,1,1)? 
经 过 75 步 计算 : 
154 次 函数 赋值 ; 
1 次 求 偏 导 ; 
17 次 LU 分 解 运算 
153 组 偏 微分 方程 的 数值 解 。 


2 hyperbolic 


功能 : 
格式 : 


说 明 : 


求解 双 曲 线 型 偏 微分 方程 。 

ul=hyperbolic(u0,utO,tlisbb,.p,e'bc,a.f.d) 
ul=hyperbolic(u0,ut0,tlisthb,p,e,bc,a,f,drtoD) 
ul=hyperbolic(u0,utO:tlisbb:p.e:bc,a.f.d.rtolatoD) 
ul=hyperbolic(u0,ut0,tlisbK,FB,ud,MD 
ul=hyperbolic(u0,ut0,tlisbK,FB,ud,.Mrtol) 
ul=hyperbolic(u0.utO.tlisbK.FB.ud.MrtolLatol) 
ul=hyperbolic(u0.utO,.tlistb.p.e.tc,af.d) 用 有 限 元 法 求解 双 曲 线 型 偏 微分 方程 


2 
4 和-YiCYO+ra=7 on@ 
du VCce@vOiau= onQ 


6 
u0 和 ut0 是 初始 值 和 初始 导数 值 。 网 格 参数 是 p、e、t， 边 界 条 件 b 可 用 和 下 阵 形 
式 也 可 以 用 M 文 件 ， 可 依赖 于 时 间 t， 方 程 系数 c、a、d、f 也 可 以 是 时 间 的 
函数 。atol、rtol 是 设 定 的 绝对 和 相对 误差 。 
对 于 标量 形式 的 椭圆 型 偏 微分 方程 ， 该 函数 的 返回 值 是 一 个 矩阵 。 和 拢 阵 每 一 
列 是 对 应 于 网 格 节点 在 不 同时 间 时 的 方程 数值 解 ， 对 于 偏 微分 方程 组 ， 则 矩 
阵 ul 中 的 前 np (节点 数 ) 对 应 于 u 的 第 1 列 分 量 ， 依 次 类 推 。 
ul=hyperbolic(u0,utO.tlisbK,FB,ud,M) 用 于 求解 ODE 问题 ， 即 

BINMB 玫 二 Ko = 下 

址 


下 三 且 i 十 ci 


其 中 初 什 为 u0， 初 始 导数 值 为 ut0。 


第 2 章 ， 偏 微分 方程 工具 箱 123 
举例 : 求解 波动 方程 


Bou 
写 =Au 





求解 区 域 为 -1 兰 x，y 振 1， 边界 条 件 : x = 二 时 ，u(O)=0， 且 


当 y=+l 时 ，u(0)=arctan(cos(rx))， 且 


0 =3sin(Trx)exp(cos(ry)) 


[pvet]=initmesh('squareg'); 色 产 生 有 限 元 网 格 
初 始 条 件 

u(0)=atan(cos (Pi/2*x)) and 

dudt (0)=3*Sin(Pi*x) .*exp(Sin(Pi/V2*y) ) 
x-P(1，:) 7 

Y-P(2，:) "7 

uO=atan(cos (Pi/2x*x) ) 7 

ut0=3*sin(Pix*x) .*exp(sin(Pi/2xy)) 7 

% 在 时 间 [0,5] 上 取 31 个 点 

n=317 

七 1ist=1linspace(0,5,n) 
uUu=hyperbolic(u0,ut0,tlist,bvp,evtvcvrarf,d); 


%uu 是 在 下 列 时 刻 上 的 数值 解 
Time: 0.166667 
Time: 0.333333 
Time: 0.5 
Time: 0.666667 
Time: 0.833333 
Time: 1 

Time: 1.16667 
Time: 1-33333 
Time: 1.5 
Time: 1.66667 
Time: 1.83333 
Time: 2 

Time: 2.16667 
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Time: 2.33333 
Time: 
Time: 
Time: 
Time: 
.16667 
3333 
-5 
.66667 
“33333 


Time: 
Time: 
Time: 
Time : 
Time: 
Time: 
-16667 
“3333 
和 

.66667 
.83333 


Time: 
Time: 
Time: 
Time: 


Time: 


RN N N 


Time: 


经 过 428 步 运算 ，982 次 赋值 。 


3 pdeeig 


功能 


格式 : 


说 明 : 


举例 : 


求解 特征 值 问题 。 
[v.1=pdeeig(b.p.e.bc.a.d.D 
[v, 1] =pdeeig(K,B,.M.D 
[v.1]=pdeeig(b,p,e,bc,a,dp) 生成 用 有 限 元 法 求解 的 特征 方程 
--V:(cVi+aut= Madu 
或 特征 值 系 统 
-VCc@VY+at=4du 
参数 p、e、t 描 述 区 域 ， 参 数 b 描 述 边 界 条 件 ，r 是 两 元 素 向 量 ， 指 出 在 实 轴 上 
的 一 区 间 ( 区 间 左 端 可 为 -Inb, 参数 1] 存放 该 函数 返回 的 区 间 r 上 的 所 有 特征 值 。 
v 是 特征 问 量 矩阵 ， 对 于 标量 形式 的 特征 值 方程 ，v 对 应 于 网 格 节点 的 特征 值 。 
对 于 有 np 个 节点 的 N 维 系统 特征 值 方程 ， 则 v 中 的 前 np 列 (节点 数 ) 对 于 v 的 第 1 
分 量 ， 依 次 类 推 ， 这 样 v 和 矩阵 可 分 为 N 块 。 需 注意 的 是 ， 在 偏 微分 方程 的 系数 
g=0、r=0 时 , 与 特征 值 问题 是 同 源 问 题 。 
[v 1] =pdeeig(K,B,M.nD) 主 要 用 于 求解 希 疏 矩阵 的 广义 特征 值 问题 ， 即 方程 





Kau = 2B0MBi &= Bu 


站 


其 中 4 的 实 部 属于 区 间 r。 
求解 小 方程 
-V4U= 人 也 
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在 L 型 区 域 上 的 小 于 100 的 特征 值 及 其 相应 的 特征 模 态 ， 并 演示 第 十 六 个 特征 
模 态 ， 见 图 2.3.1。 
Lp,evtJj=initmesh('1shapeg')7 





[Pet]=refinemesh('1shapeg'vpvert)， 
[Pet]=refinemesh('1shapeg'rpyrert)7 
[v,1]-pdeeig('1shapeb'vPvertv1l,0,1l，[-InEf 100])7 
Padesurf(p,t,v(:，16)) 

01 


005 


日 -05 


ni 05 


图 2. 3.1 特征 模仿 图 


注意 : 1. 当 c 和 d 人 恒 为 正 数 时 ， 则 所 有 的 特征 值 都 为 正 。 
2. 当 d 为 0 时 ， 质 量 矩 阵 M 为 一 奇异 矩阵 ， 但 当 c 恒 大 于 0 时 ， 竹 阵 束 KK，MD) 
有 限 个 特征 值 。 
3. 当 在 一 个 子 区 域 上 等 于 0 时 ， 则 K 变 为 奇异 矩阵 ， 其 有 许多 0 特征 值 。 如 果 
区 间 上 包含 0 的 话 ， 则 该 函数 要 花费 许多 机 时 寻找 0 特征 值 。 
4. 当 c 和 d 同 时 为 0 时 , 则 会 得 到 奇异 矩阵 束 , 特征 值 问 题 变 得 没有 明确 意义 ， 
任何 值 都 有 可 能 成 为 特征 值 。 





sptarn 

功能 : 求解 一 般 稀 玻 特征 值 问题 。 

格式 : [xvlmb,iresultj=sptarn(a.b,lb.ub) 
[Exvlmb,iresultj=sptarn(a,b,lb,ub,spd) 
[xvlmb,iresultj=sprarn(a,b,lb,ub,spd,rolconv) 
[xvlmb,iresultj=sptarn(a,b,lb,ub,spd,tolconvjmax) 
[xvlmb,iresultlj=sptarn(a.b,lb,ub,spd,tolconvjmax,maxmul) 

说 明 : [xvlmb,iresultl=sptarn(a,b,lb.ub,spd,tolconvjmax,maxmul) 找 到 特征 式 多 项 式 
(A-XB)x=0 在 区 间 [lb.ub] 上 的 特征 值 (线性 多 项 式 Ai-BiA-XB 组 成 的 年 阵 
叫 特征 式 串 )。A 和 B 是 稀疏 矩阵 ，lb 和 ub 分 别 是 要 求解 的 特征 值 的 上 界 和 
下 界 。 若 要 求解 ub 左边 的 所 有 特征 值 ， 可 令 lb=-inf， 若 要 求解 lb 右边 的 
所 有 特征 值 ， 则 令 ub=inf。 对 于 一 个 窗 的 区 间 ， 可 以 较 快 得 到 结果 。 复 数 
情况 时 ， 比 较 Imb、lb、ub 的 实数 部 分 。xv 是 特征 向 量 ， 它 的 值 使 得 判断 式 
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算法 : 


注意 : 
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(as*xXv-b*xvsdiag(lmb)) 最 小 。Lmb 是 对 应 的 特征 值 。 如 果 iresult>=0， 则 求解 
是 成 功 的 ， 并 且 找 到 了 所 有 的 特征 值 ， 如 果 iresult<0， 则 求解 可 能 不 完全 ， 
可 能 还 有 更 多 的 特征 值 (不 妨 试 试 更 小 的 区 间 )。 如 果 已 知 特征 式 串 的 元 素 均 
为 正 值 , 则 spd=1( 缺 省 值 为 0)。tolconv 是 期 望 的 人 对 精度 , 缺 省 值 是 100*eps， 
这 里 eps 是 机 器 精度 。jmax 是 基 疝 量 的 最 大 数目 ， 求 解 过 程 需要 jmaxsyn 的 
工作 空间 ， 所 以 在 微型 计算 机 上 ， 应 该 使 用 较 小 的 jmax 值 ， 和 否则 可 令 其 等 
于 缺 省 值 100.。 正常 情况 下 求解 会 因 得 到 足够 的 特征 值 而 提前 停止 Maxmul 
是 Amoldi 运行 次 数 , 至 少 应 该 是 所 有 特征 值 的 倍数 -如 果 jmax 是 一 个 小 值 ， 
则 较 多 的 Amoldi 运行 次 数 是 必须 的 ， 当 单位 矩阵 的 所 有 特征 值 被 求解 时 ， 
需 使 用 缺 省 值 ， 缺 省 值 为 n。 

Amoldi 算法 使 用 光谱 变换 的 方法 。 变 换 档 选 择 ub、lb 或 者 当 两 边 边界 都 限 

定 ， 选 择 区 间 (b,ub) 上 的 一 个 随机 值 。 

Aroldi 算法 运行 的 步 数 j 依赖 于 区 间 上 有 多 少 特 征 值 ,但 是 当 j=min(jmax,n) 

时 ， 计 算 也 会 停止 。 停 止 后 ， 求 解 会 重新 开始 ， 在 所 有 发 现 的 Schur 向 量 的 

补 角 方 向 寻找 新 的 向 量 。 

当 在 区 间 lb<lmb<=ub 上 不 再 有 新 的 特征 值 被 发 坝 时 ， 求 解 停止。 

对 于 较 小 的 jmax 值 ， 可 能 需要 几 次 重 起 ， 以 使 计算 收银 于 某 个 特征 值 。 当 

jmax 的 值 此 区 间 上 的 特征 值 数 目 大 1 时 ， 求 解 就 可 进行 ， 但 可 能 需要 很 多 

次 重 起 。 对 于 大 值 jmax (推荐 使 用 )， 需 要 mul+l 次 运行 。Mul 足 区 间 上 的 

特征 值 的 数目 的 最 大 倍数 。 

算法 在 对 称 和 非 对 称 的 pencil 上 都 可 运行 ,但 在 非 对 称 的 pencil 上 ， 其 偏离 

度 是 正常 情况 Henrici 偏离 的 tol 倍 。 参 数 psd 只 是 用 来 因 式 分 解 时 在 symmmd 

和 colmmd 间 选 择 ， 对 于 靠近 光谱 低 端的 对 称 和 矩阵， 前 者 较 好 。 

可 能 出 现 的 问题 及 对 策 : 

。 如 果 收 敛 太 慢 ， 那 么 ( 按 下 列 顺序 ) 

1. 选择 一 个 较 小 的 区 间 ， 

2. 选择 一 个 大 值 的 jmax; 

3. 选择 一 个 较 大 的 maxmul。 

。 如果 因 式 分 解 失 败 ， 试 着 使 pb 或 ub 为 有 限 值 ， 以 使 得 变换 为 随机 ， 并 且 
不 太 可 能 为 特征 值 。 如 果 依 然 不 行 ， 检 查 是 否 pencil 是 奇异 的 。 

。 如 果 运 行 一 直 不 停止 ， 可 能 是 区 间 上 有 太 多 的 特征 值 ， 试 一 下 一 个 小 值 
maxmul， 令 其 为 2， 看 看 得 到 的 是 哪个 特征 值 。 一 个 负 的 iresult 说 明 ， 那 
些 得 到 的 特征 值 可 能 并 非 全 部 。 

。 如果 内 存 溢出 ， 试 试 较 小 的 jmax- 

。 算法 是 为 寻找 离 实 轴 较 近 的 特征 值 设 计 的 ， 如 果 您 想得到 离 虚 轴 较 近 的 
值 ， 令 A 一 iA。 

。 当 spd=1 时 ， 变 换 档 在 lb， 因 此 可 以 利用 对 称 正定 矩阵 的 快速 因 式 分 解 。 

如 果 lb 比 最 小 的 特征 值 大 ， 也 没有 和 危害， 只 是 收敛 较 慢 。 











参见 : pdeeig。 


第 2 章 ” 偏 微分 方程 工具 箱 127 


5 pdenonlin 
功能 : 求解 非 线性 偏 微分 方程 。 
格式 : [ures]=pdenonlin(b,p,e,bc,a,D) 


说 明 : 


举例 : 


[usres]=pdenonlin(b,p,e,bc,a.f,PropertyName'，PropertyValue' ) 
[uvrcs]=pdcnonlin(b,p,cbc'a.D 用 于 求解 非 线性 标量 形式 的 偏 微分 方程 
--V:(cVva+au= 三 

或 非 线性 的 偏 微分 方程 组 

-V.(CcCQ@V+aut= 丰 
其 中 ec 、a、f 是 依赖 u 的 函数 ， 该 函数 主要 用 牛顿 欠 代 法 进行 求解 。 在 参 
数 中 ， 主 要 用 于 设置 方程 的 迭代 次 数 、 和 迭代 终止 误差 或 初 解 等 。 需 注意 的 是 
当 该 函数 不 能 求解 给 定 方程 时 ， 往 往 会 给 出 迭代 次 数 太 多 的 错误 信息 。 
解 最 小 表面 问题 ， 见 图 2.3.2。 
g= "circleg'7 
b='circleb2'7 


c="1./sqrt (1+uX.^2+uUY.^2) 7 








a=07 

荆 -07 

ZeL=Le=37 

[P,e,t]=initmesh(g) 7; 
[P,e,t]=refinemesh(g,Pp,e,t): 
u=pdenonlin (b,pvevt,cvarf，'tol'vrtol) 7 
Pdesurf (P,t,u) 


1 





图 2.3.2 最 小 表面 问题 
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2.4 其 他 常用 函数 


1 pdecgrad 
功能 : 求 出 PDE 解 的 通 量 -。 
格式 : [cgxu, cgyulj=pdecsgrad (p tc. 
[cgxu, cgyu]=pdecsgrad (p ,t,c,u,time) 
[cgxu, cgyu]j=pdecgrad (p ,t,c,u,time ,sdl) 
说 明 : [cgxu ,cgyu ]=pdecgrad (p ,t,c,uU 返 回 在 每 个 三 角形 中 心 求 出 的 通 量 
CQ@VYL 
cgxu 的 第 i 行 包 
字 Qu Qu 
> ch 1 喜 十 Ci 已 


| 


王 


cgyu 的 第 i 行 包括 
世 6u eu 
让 区 二 一 
之 Br 0y 
在 cgxu 和 cgyu 中 ， 对 每 个 三 角形 而 言 ,t 中 都 有 一 列 向 量 。 
PDE 问题 的 几何 条 件 由 数据 网 格 p 和 t 给 出 。 数 据 网 格 的 具体 描述 可 在 
initmesh 输入 时 获得 。 
PDE 问题 的 系数 可 由 不 同 的 方法 给 出 , 所 有 选择 的 完整 列表 在 assempde 输入 
时 给 出 。 
解 向 量 u 的 格式 在 assempde 中 有 详细 表述 。 
若 e 依赖 于 时 间 t， 标 量 可 选项 time 用 于 类 抛物 线 和 抛物 线 问题 。 
可 选项 sdl 将 计算 限定 于 序列 sdl 的 子 域 中 。 
参见 : assempde。 





2 pdecirc 

功能 : 画 圆 。 

格式 : pdecirc (xc , yc ,radins ) 
pdecirc( xc . yc ,radius . lable ) 

说 明 : pdecirc (xc , yc ,radius ) 画 出 一 个 以 (xc, yc) 为 中 心 ， 以 radius 为 半径 的 圆 。 如 
果 pdtool GUI 不 处 于 被 激活 的 状态 ， 可 自动 开始 ， 且 该 圆 画 在 一 个 空 的 几何 
模型 中 。 可 选项 label 给 该 圆 命名 (否则 将 选择 一 个 缺 省 值 作 为 该 圆 名 )。 在 
pdetool 中 几何 描述 矩阵 的 状态 将 被 更 新 ， 以 包含 该 圆 。 可 用 “Draw” 菜 单 下 
的 命令 “Export Geometry Description ...” 从 pdetool 输出 几何 描述 矩阵 ， 几 何 
描述 矩阵 的 格式 在 decsg 的 入 口 处 定义 。 
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举例 : 以 下 命令 开始 pdetool， 并 画 圆 。 
pqdecirc (0，0，1) 

套 见 : pdeellip , pdepoly , pderect , pde tool。 














pderect 

功能 : 画 和 矩形 。 

格式 : pderect(xy) 

pderect(xylabeD) 

说 明 : pderect(xy) 画 一 个 矩形 ， 顶 点 坐标 由 xy = [xmin xmax ymin ymax] 确 定 。 如 果 
pdetool 的 GUI 没有 激活 ， 它 会 自动 打开 ， 拢 形 画 在 一 个 空白 的 几何 模板 上 。 
选项 label 将 为 矩形 加 上 一 个 名 字 ( 和 否则 会 有 一 个 默认 的 名 字 )。pdetool 中 的 几 
何 描述 矩阵 自动 更 新 以 包括 这 个 矩形 , 可 以 选择 "Draw "菜单 下 的 命令 “Export 
Geometry Description .….” 来 输出 一 个 几何 描述 算 阵 。 在 条 目 “decsg” 中 有 关 
于 几何 描述 算 阵 的 格式 的 叙述 。 

以 下 的 一 串 命令 将 启动 pdetool， 并 画 出 三 个 正方 形 连 在 一 起 的 工 型 平面 。 
Pderect ([-1 0 ? 0]) 

Pderect([0 1 ?3 0]) 
paderect([0 1 0 1]) 


举人 


参见 : pdecirc,pdeellip,pdepoly,pdetool。 


pdepoly 

功能 : 画 多 边 形 。 

格式 : pdepoly(x,y) 
pdepoly(x,ylabeD 

说 明 : pdepoly(x,y) 画 一 个 多 边 形 ， 顶 点 坐标 由 向 量 x 和 y 决定 。 如 果 pdetool 的 GUI 
没有 打开 ， 这 时 将 自动 打开 ， 多 边 形 将 被 画 在 一 个 空白 的 几何 模板 上 。 可 选 
项 label 将 为 多 边 形 命名 (否则 ， 将 选择 一 个 缺 省 名 )。Pdetool 中 的 几何 描述 矩 
阵 将 会 更 新 ， 以 包括 这 个 多 边 形 。 您 可 以 选择 “Draw” 菜单 下 的 命令 “Export 
Geometry Description .…” 项 来 输出 一 个 几何 描述 矩阵 ， 其 格式 见 decsg。 

举例 : pdepoly([-100113?1],[0011? ? ]) 
将 生成 一 个 L 型 的 平面 。 

参见 : _pdecirc,pderecbpdetool。 








pdecont 

功能 : 快速 画 等 高 线 的 命令 。 

格式 : pdecont(p ,tu) 
pdecont(p,t,u,n) 
pdecont (p ,tu:,v) 
h=pdecont (p ,t,u,) 
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h= pdecont(p,t,u,n) 
h= pdecont (p ,tu,v) 

说 明 : pdecont (p ,t,u) 画 PDE 节点 或 二 角形 数据 u 的 10 条 水 平 曲线 。 
h=pdecont( p ,t,u ) 另 外 为 已 有 的 坐 你 轴 对 象 返 四 句 俩 。 如 果 是 一 个 列 向 量 ， 
则 假定 为 节点 数据 ; 若 吓 是 个 行 向 量 ， 则 假定 为 三 角形 单元 数据 。 用 函数 
pdcprtni 将 三 角形 数据 转换 为 节点 数据 。PDE 问题 的 几何 条 件 由 网 格 数据 P 
和 t 给 出 。 数 据 网 格 的 详细 表述 可 在 initmesh 的 输入 时 获得 。 
pdecont (p ,tu,n) 用 nm 个 平面 作 图 - 
pdecont (p .t.u.v) 用 给 定 的 v 个 平面 作 图 。 
如 果 想 更 多 的 控制 等 高 线 作 图 ， 用 pdeplot 替代 pdecont。 

举例 : 在 以 工 型 定义 的 几何 层 中 画 方程 -Au= 1 解 的 等 高 线 ,用 Dirichlet 边界 条 件 
u=0( 在 69)， 见 图 2.4.1。 
[pv evt]=initmesh ( shapeg? ) ) 














[PP e, 七 ] = refinemesh ( Shapeg? ， Pervt)， 
u=assempde ( shapeb? ，Pv，ev tl ol) ， 
Pdecont (pv tu) 

1 


0 














图 2.4.1 解 的 等 高 线 
参见 : pdeplot ， pdemesh ， pdesurf。 


6 pdeellip 
功能 : 画 椭 圆 。 
格式 : pdeellip (xc ,yc,a,b,phi) 
pdeellip ( xc ,yc,a,b,phi,lable) 
说 明 : pdeellip ( xc , yc ,a,b ,phi,lable ) 画 以 (xc ,yc ) 为 中 心 ,以 a、b 为 半 轴 的 椭 
圆 。 椭 圆 的 旋转 (弧度 ) 由 phi 给 出 。 如 果 pdetool GUI 不 处 于 被 激活 状态 ， 将 
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自动 开始 ， 且 椭圆 画 于 一 个 空 的 几何 模型 中 。 可 选项 label 用 于 指定 椭圆 名 ， 
和 否则， 将 选择 一 个 缺 省 名 。pdetool 中 几何 描述 矩阵 的 状态 被 更 新 ， 以 包含 该 
顶 圆 。 可 在 “Draw” 菜单 下 选择 “Export Geometry Description...” 项 从 pdetool 
输出 几何 描述 窃 阵 ， 几 何 描述 算 阵 的 格式 在 decsg 输入 时 给 出 。 

举例 : 以 下 命令 开始 pdetool， 且 绘 出 ”椭圆 。 
Pdeellip (0，0，1L1，0.3 ，Pi/4 ) 

参见 : pdecirc , pdepoly , pderect , pdetool-。 











pdegplot 
功能 : 绘制 PDE 几何 
格式 : pdegplot(g) 
h=pdegplot( 8 ) 
说 明 : pdegplot 绘制 一 个 PDE 问题 的 几何 图 形 。 
h=pdegplot ( g ) 返 回 绘制 坐标 轴 对 象 的 句柄 。 
g 描述 PDE 问题 的 几何 条 件 。g 是 一 个 分 解 憩 阵 ， 也 可 以 是 一 个 几何 M 文件 
名 。 分 解 乱 阵 及 儿 何 M 文件 的 格式 分 别 在 decsg 与 pdegeom 输入 时 给 出 。 
举例 : 制 工 型 平面 的 几何 图 形 ， 见 图 2.4.2。 
Pdegplot ( shapeg? ) 








汪 | 
过 


























汉 
1-038 -06-04-02 0 0204 06 08 1 


图 2.4.2 几何 图 形 
参见 : pdegeom。 


pdemesh 
功能 : 绘制 PDE 三 角 网 格 。 
格式 : pdemesh (pe.t) 
pdemesh (pe,t:u) 
h=pdemesh(p,e,t) 
h= pdemesh (p,e,t,u) 
说 明 : pdemesh (p ,e,t) 绘 制 由 网 格 数据 pP、e 和 + 定义 的 网 格 。 
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举例 : 
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h= pdemesh (p,e,t) 另 外 返回 已 绘制 的 坐标 对 象 的 句柄 。 
pdemesh (p ,e ,tu ) 用 一 个 网 格 点 绘制 PDE 节点 或 三 角 数 据 u。 若 u 是 一 个 
列 向 量 ， 则 设 为 节点 数据 ; 若 u 是 一 个 行 向 量 ， 则 设 为 二 角 数 据 。 该 命令 的 
绘制 速度 远 远 人 于 pdesurf 命令 。PDE 问题 的 几何 条 件 出 网 属 数 据 pP、e、t 给 
出 。 网 格 数据 的 具体 描述 可 见 本 条 目 initmesh。 该 命令 仅 用 丁 被 调用 时 快速 
绘制 。 
如 果 想 更 多 地 控制 您 的 网 格 图 ， 用 pdeplot 替代 pdemesh-。 
绘制 工 型 平面 的 几何 网 格 图 ， 见 图 2.4.3- 
[PP ，e,t 上 1]=initmesh ( shapeg? ); 

















[P，e，t+t]=reftinemesh ( aeg2 7 下 


Pdemesh (PP，evt) 


SSZszy 


7 
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| 


区 
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现 解 Poisson 方程 -Au = 1 ， 几 何 条 件 由 工 形 平面 定义 。 用 Dirichlet 边界 条 

件 u= 0( 在 69)， 且 画 出 结果 ， 见 图 2.4.4。 

u = assempde ( Shapeb? ， Pertrlr， 0o，，1l); 

[P ，e，tl = initmesh ( shapeg? ) ; 

u=assempde ( SRapedp? 7 攻 - 总 训 老 元 于 全 加 了 

pdeplot (Pert， ydata? u， data? ，uy esh?3 ， 三 E? ) ) 
0414 





图 2.4.4 Poisson 方程 解 
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9 pdeprtni 
功能 : 由 二 角形 中 点 值 插值 求 节点 的 数值 。 
格式 : un=pdeprtni(p,bub 
说 明 : p、t 是 三 角形 网 格 参数 ，u 是 数值 算 阵 。Un 是 线性 插值 后 的 节点 数值 。 


10  pdesdp，pdesde，pdesdt 
功能 : 子 区 域 的 点 (或 边界 、 三 角形 单元 ) 索 引 - 
格式 : c=pdesdp(p.e.D 
[iclj=pdesdp(p.e.D 
c=pdesdp(p.e,tsdD) 
[iclj=pdesdp(p.e,bsdD) 
i=pdesdt(D 
ipdesdt(tsdD) 
i=pdesde(e) 
ij=pdesde(e,sdD) 
说 明 : [icl=pdesdp(p,e,bsdD) 中 ，p、e、 t 是 网 格 参数 ，sdl 是 子 区 域 。 


11 Poiasma 

功能 : 求 出 边界 点 矩阵 对 快速 求解 泊 松 方程 的 贡献 。 

格式 : k=poiasma(nl.n2.hl.h2) 
k=poiasmaCnl.n2) 
k=poiasma(n) 

说 明 ;，k=poasma(nl,n2.hl,h2) 集 合 边界 点 对 刚度 矩阵 的 贡献 。nl 和 n2 分 别 是 第 一 
和 第 二 个 方向 的 点 数 ，hl 和 h2 是 网 格 间隔 。k 是 稀疏 的 nlsn2 行 、nlsn2 
列 矩 阵 ， 点 的 计数 是 按照 矩形 网 格 的 规范 计数 来 进行 的 。 
k =poiasma(nl,n2) 时 ，hl=h2。 
k =poiasma(n) 时 ，nl=n2=n。 

和 参见: poiindex,poisolv。 


12  pdegrad 
功能 : 求 PDE 方程 解 的 梯度 。 
格式 : [ux,uy]=pdegrad(p.bu) 
[ax,uy]=pdegrad(pbu:sdD) 
说 明 : [ux.uy]=pdegrad(p.bu) 计 算 解 u 在 每 个 三 角形 中 心 的 梯度 。ux 的 1 到 N 行为 
如 
Se 克 1,2, N 
Gr 
uy 的 1 到 N 行为 
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L 
一 一 天 1.2,》 N 
0y 


在 ux、uy 中 都 有 一 列 对 应 于 了 中 的 每 个 三 角形 。PDE 问题 的 几何 描述 通过 

网 格 数据 p 和 上 给 出 ， 关 于 网 格 数据 的 详情 见 条 目 initmesh。 关 丁 解 向 量 u 

的 格式 的 详细 描述 见 assecmpdc。 选 项 sdl 限制 计算 只 在 sdl 列 出 的 子 域 上 进 
参见 ，assempde- 


pdesdp, pdesde, pdesdt 

功能 : 给 出 一 个 区 域 上 的 点 / 边 /三 角形 的 索引 。 

格式 : c=pdesdp(p.e.D 
[ic]=pdesdp(p,e.0 
c=pdesdp(p,e,tsdl) 
[icl=pdesdp(p,e'bsdl) 
i=pdesdt(D 
i=pdesdt(tsdD) 
i =pdesde(e,sdl) 

说 明 : [iclj=pdesdp(p,e,bsdD) 如 果 给 定 网 格 数据 P、e、t 和 子 域 数 sdl， 函 数 将 返回 属 
于 这 些 子 域 的 所 有 的 点 。 一 个 点 可 以 同时 属于 几 个 不 同 的 子 域 ， 属 于 sdl 中 
的 点 被 分 为 不 关联 的 两 套 。i 包含 那些 整个 属于 sdl 中 某 些 子 域 的 点 的 索引 ， 
c 则 包含 那些 同时 属于 几 个 子 域 的 点 。C=pdesdp(p.e,tsdD 返 回 那些 属于 sdl 
上 多 个 子 域 的 点 的 索引 。 
i=pdesdt(tsdD) 如 果 给 定 三 角形 数据 t 和 子 域 数 sdl，i 将 包含 所 有 在 这 些 子 域 
上 的 三 角形 的 索引 。 
i=pdesde(e,sdD) 如 果 给 定 边 的 数据 e， 它 将 给 出 属于 sdl 的 子 域 的 外 边界 的 边 
的 索引 号 。 如 果 没 有 给 出 sdl， 则 默认 为 全 体 子 域 。 

















jigglemesh 
功能 : 微调 三 角形 网 格 内 部 点 。 
格式 : pl=jigglemesh(p.e,D 


Pl=jigglemesh(p,e,t， propertyname' ,propertyvalue,….) 
说 明 : pl=jigglemesh(p,e,0) 通 过 调整 节点 位 置 ， 微 调 三 角形 网 格 ， 通常 这 样 做 的 结果 
使 得 网 格 的 质量 上 升 。 
表 2.4.1 所 列 的 propertyname/propertyvalue 对 是 允许 的 。 
表 2.4.1 属性 及 属性 值 列表 
[ep | orlmemnlmin |mem |fz 法 | 





[Lie smeric | 下 20 | 昌 大 的 途 代 次 数 


15 


16 
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每 一 个 不 在 边缘 部 分 的 网 格 点 都 移 向 连 起 来 的 三 角形 形成 的 多 边 形 的 质心 。 
这 个 过 程 的 重复 由 变量 opt 和 iter 控制 : 
。 当 opt 设 为 o 必 时， 这 个 过 程 重复 iter 次 ( 缺 省 值 为 D); 
。 当 opt 设 为 mean 时 ， 这 个 过 程 重 复 至 平均 的 网 属 质 量 不 再 上 升 为 止 ， 
或 者 达到 iter 的 上 限 ( 缺 省 值 为 20); 
。 当 opt 设 为 min 时 ， 这 个 过 程 一 直 进 行 到 最 小 的 三 角形 的 质量 不 再 明 
显 地 上 升 ， 或 者 到 了 iter 的 上 限 ( 缺 省 值 为 20)。 
举例 : 在 [L 形 平面 上 生成 三 角形 网 格 ， 然 后 再 进行 微调 。 
[p,e,]=initmesh( shapeg? iggle? 当下 直 这 











Gq=pdetriq(P,t) 7 

pqdeplot (P,e,t， ydata? q/， olorbar? n? ? 
YStyY1le? 1at? 

P1L=]jigglemesh(p,et， pt? ean? ter? inf)7 

Srpdetriq(Pl,t) 7 

Pdeplot (Pl,e't， ydata? q，， olorbar? n? ? 
YsStyle? 1at? 

参见 : initmesh,pdetriq。 


pdeprtni 

功能 : 在 三 角形 的 中 点 和 节点 数据 间 插 值 。 

格式 : un=pdeprtni(p.but) 

说 明 : un=pdeprtni(p.Lub 在 三 角形 的 节点 和 中 点 间 进 行 线性 插值 。PDE 问题 的 几何 
描述 由 网 格 数据 p 和 t 给 出 ， 关 于 网 格 数据 的 详细 描述 见 条 目 initmesh。 设 
N 为 PDE 系统 的 维 数 ，np 为 节点 数目 ，nt 为 三 角形 的 个 数 ， 则 ut 中 三 角形 
数据 被 存 为 N 行 m 列 ，un 中 的 节点 数据 被 存 为 N 列 nm 行 。 

注意 : pdeprtni 和 pdeintrp 不 是 可 逆 函 数 ， 线 性 插值 导致 某 种 平均 。 

参见 : assempde,initmesh.pdeintrp。 


pdetriq 

功能 : 度量 三 角形 的 品 性 。 

格式 : q=pdetriq(p,D 

说 明 : q=pdetriq(p,0, 输 入 网 格 数据 ， 则 返回 一 个 三 角形 的 质量 度量 。 三 角形 网 格 由 
网 格 数据 p、e、t 给 出 ， 关 于 它们 的 详情 见 条 目 initmesh。 三 角形 的 品 性 由 
下 列 公 式 计算 


4V3a 


4 一 原 + 层 + 必 ， 


这 里 & 是 面积 ， 心 、 忆 因 启 分别 是 三 角形 三 条 边 的 边 长 。 
如 果 qg>0.6， 则 三 角形 的 品 性 是 可 取 的 。 当 心 =jp= 记 时 ，9g=1。 
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参见 : initmeshjigglemeshrefinemesh。 


pdetrg 

功能 : 给 出 三 角形 单元 的 几何 数据 。 

格式 : [anal,a2,a3]=pdetrg(p.D 
[arglx'g1y',g82x,g82y,83x,83y]=-pdctrg(p,D 

说 明 : [aral,a2.a3]=pdetrg(p,0 可 以 求 出 ar 中 的 三 角形 的 面积 和 每 个 角 的 半 负 余 切 函 
数值 a2、a2、a3- 
[arglx.gly.g2x.g2y.g3x.g3y]=pdetrg(p.0 返 回 三 角形 的 面积 和 三 角 基 函 数 的 梯 
度 分 量 。PDE 问题 的 三 角形 网 格 由 网 格 数据 p 和 + 给 出 。 

参见 : initmesh。 





tri2grid 

功能 : 在 PDE 问题 的 三 角形 网 格 和 和 形 网 格 间 插 值 。 

格式 : uUxy=tri2grid(p,bu,x,y) 
[uxy'tn,a2,a3]=tri2grid(p,bu,x:y) 
UXy=trigrid(p,bu,tn,a2,a3) 


说 明 : uxy=tri2grid(p,bu,x,y) 将 定义 在 由 P、t 描述 的 三 角 网 格 上 的 函数 u 转换 为 定 
义 在 由 向 量 x 和 y 描述 的 矩形 网 格 上 的 uxy。 转 换 按照 线性 插值 进行 ， 向 量 
x 和 y 必须 是 增加 的 。 





[uxy'tn,a2.a3]=tri2grid(p.bu,x.y) 除 了 可 以 进行 上 面 的 运算 外 , 还 返回 那些 包含 
和 矩形 网 格 点 的 三 角形 的 索引 号 列表 tn 和 插值 系数 2、a3。 
uxy=tri2grid(p,bu,tn,a2,a3) 先 由 上 面 的 调用 计算 出 m、a2、a3， 再 在 相同 的 网 
格 上 调用 tri2grid 进行 插值 计算 。 与 一 般 的 调用 不 同 的 是 ， 如 果 有 几 个 函数 
需要 在 相同 的 网 格 上 进行 插值 ， 这 样 做 则 比较 快 。 如 果 撼 形 网 格 节点 出 了 三 
角形 网 格 的 范围 ， 则 uxy、tn、a2 和 a3 返回 值 为 NaN。 


参见 : initmesh.refinemesh,assempde。 











pdearcl 

功能 : 将 弧 长 描述 转换 为 参数 表达 。 

格式 : pp=pdearcl(p,xy's,s0.s1) 

说 明 : pp=pdearcl(p,xyss0,s1)， 输入 一 个 弧 长 描述 的 曲线 , 则 返回 由 参数 描述 的 pp。 
P 是 包括 参数 值 的 单调 行 向 量 ，xy 是 一 个 两 行 窍 阵 ， 给 出 曲线 上 相应 的 点 。 
曲线 的 第 一 点 由 绝 长 值 s0 给 出 ， 终 点 由 弧 长 s1 给 出 。 返 回 时 ，pp 包含 相 
应 弧 长 s 描述 的 参数 值 。 弧 长 s、s0、s1 可 以 是 弧 长 的 仿 射 转 换 。 

参见 : pdegeom。 














pdeadworst 


功能 : 根据 最 坏 标准 选择 三 角形 。 


21 


22 


格式 : 
说 明 : 


参见 : 
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bt=pdeadworst(p,tc,a,f,u:errf,wleveD 
bt=pdeadworst(p,tc,a,fuerrf,wlevel) 返 回 需要 被 精制 的 三 角形 的 号 数 ， 被 用 于 
adaptmesh 困 数 选择 二 角形 ， 以 便 进 一 步 精 制 。PDE 问题 的 几何 描述 由 pP 和 

1 给 出 ， 详 见 initmesh。c、a 和 1f 是 PDE 方程 的 系数 ， 详 见 assempde。u 是 
当前 解 , 以 列 向 量 的 形式 给 出 , 详 见 assempde。errf 是 误差 指示 , 就 像 pdejmps 
中 计算 的 一 样 。wlevel 是 相对 于 最 大 误差 的 误差 水 平 ， 介 于 0 和 1 之 间 。 选 
择 三 角形 的 标准 是 errf>wlevel*max(errf)。 
adaptmesh.pdejmps- 


poimesh 


功能 : 在 矩形 面 上 构造 规则 网 格 。 








格式 : [p.e.H=poimesh(g,nx:ny) 
[p,e,tj=poimesh(g,n) 
[p,e:H=poimesh(g) 
说 明 : [p,eddj=poimesh(g,nx,ny) 在 一 个 由 g 描述 的 矩形 区 域 上 构造 规则 网 格 。 构 造 的 
方法 是 将 “x 边 ? 分 成 nx 份 ,将 “y 边 ?分 成 ny 份 , 在 断 点 处 加 上 (nx+l)*(ny+l) 
个 点 。 与 x 轴 夹 角 较 小 的 边 称 为 “x 边 ”。 
,中 =poimesh(g,n) 时 ， 取 nx=ny=n; [pe:d=poimesh(g) 时 ， 取 nx=ny=1。 三 
角形 网 格 由 网 格 数据 P、.e 和 上 + 描述 , 关于 它们 的 详细 描述 ,请 参阅 initmesh。 
为 了 较 好 地 使 用 函数 poisolv，nx 和 ny 中 的 较 大 者 应 是 2 的 宕 。 如 果 g 描述 
的 不 是 一 个 矩形 ，p 的 返回 值 为 0。 
举例 ; 演示 命令 pdedemog 可 以 看 到 一 个 泊 松 方程 的 解 ， 这 个 方程 定义 在 矩形 网 格 
上 ， 边 界 条 件 由 文件 squareb4 给 出 。 
参见 :initmesh.poisolv。 
0 
功能 ;计算 结构 力学 的 张 量 函数 。 
格式 : ux=pdesmech(p,bc,u,PropertyName',PropertyValue…) 
说 明 : ux=pdesmech(p,bc:u,pl,v1…) 返 加 每 一 个 三 角形 单元 中 点 处 张 量 表达 式 ， 这 个 


张 量 是 应 用 结构 力学 中 的 平面 应 变 及 平面 应 力 。 笨 入 参数 包括 偏 微分 方程 的 
解 u， 网 格 参 数 、 偏 微分 方程 系数 。 泊 松 比 参数 mu 主要 用 于 计算 剪 切 应 力 及 
剪 切 应 变 。 

表 2.4.2 是 附加 参数 名 及 取 值 。 


表 2. 4. 2 ”附加 参数 名 及 取 值 列表 


取 值 (或 默认 值 ) 


TuxaywxvyiealeyyleyisesyySIele2sIS | 关 


和 21fvon Mises} 





application | (psjipn | 平面 应 力 平 面 应 变 








mu 03 泊 松 比 
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张 量 表达 式 中 各 项 的 意义 如 下 : 
Gu 
Er 
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@ LNX 王 


exX 是 x 轴 方向 的 应 变 
eyy 是 y 轴 方向 的 应 变 
exy 是 前 应 变 

SXX 是 x 方 向 的 应 力 

syy 是 y 方 向 的 应 力 
SXy 是 剪 应 力 

e2 是 第 二 主 应 变 

S1 是 第 一 主 应 力 

s2 是 第 二 主 应 力 

在 平面 应 力 条 件 下 ，von Mises 


aa 一 aa 


对 于 平 





痢 南 一 一 应 用 数学 篇 


为 


面 应 变 条 件 ，von Mises 则 为 





az +ao-v+D-oao(2 -2v-1) 


23 pdeadgsc 
功能 : 用 相对 容 差 的 标准 选择 三 角形 


单元 。 


格式 : bt=pdeadgsc(p ,t,c,a,f,u,errf,toD) 
说 明 : bt= pdeadgsc(p ,t,c,a,f,u,errf,toD) 返 加 限于 bt 内 的 三 角形 编号 索引 ， 从 


而 利用 自 适 应 精 化 网 格 对 三 角 


形 单元 予以 细 化 。PDE 问题 的 几何 条 件 由 网 格 


数据 p,t 给 出 , 详 见 initmesh 的 输入 。c\a\f 是 PDE 的 系数 , 详 见 assempde。 


u 是 当前 解 ， 以 一 列 向 量 的 形式 给 出 ， 


详 见 assempde 的 输入 。errf 是 误差 指 


示 ， 同 于 pdejmps 的 计算 结果 。tol 是 一 个 相对 容 差 参数 。 三 角形 单元 的 选 


择 标准 是 errf > tol *scale ,其 





umax 分 别 为 c、a、f 人 fu 的 最 
法 边界 值 ， 则 


Scale=max (fmax *  ^ 2 


h scale 由 以 下 计算 得 出 , 设 cmax、amax、fmax、 
大 值 ， 设 1 为 所 包含 几何 区 域 上 的 的 最 小 二 乘 


，amax x Umax * | ^ 2 ，cCmax * Umax) 


scaling 使 得 tol 独立 于 方程 和 几何 条 件 。 


参见 : adaptmesh , pdejmps。 
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pdemdlcv 

功能 : 将 PDE 上 具 箱 中 1.0 版 本 的 M 文件 转化 为 PDE 上 具 箱 1.0.2 格式 。 

格式 : pdemdlcv (infile , outfile ) 

说 明 : pdemdlcv (infile , outfile ) 将 PDE 工具 箱 中 1.0 版 本 的 输入 文件 转换 为 PDE 
工具 箱 1.0.2 版 兼容 的 M 文件 。 转 化 后 M 文件 存 为 输出 文件 。 如 果 输 出 文 
件 中 缺 “m” 扩 展 名 ， 将 自动 加 上 。 如 果 想 用 由 PDE 工具 箱 1.0 产生 的 M 
文件 ， 必 须 首先 用 pdemdlcv 进行 转化 - 

举例 : pdedmdlcv( ode142.m? ，  odel5.m? 
转换 PDE 工具 箱 1.0 格式 的 文件 model42.m， 并 将 转换 结果 存 于 model5.m 


中 。 





pdejmps 

功能 : 估计 误差 。 

格式 : errf=pdejmps (p,t,c,a,f,u,alfa,beta,m) 

说 明 : errf=pdejmps(p,t,c,a,f,u,alfa,beta,m) 计 算 误差 指数 方程 。errf 的 询 向 
量 对 应 三 角形 单元 ， 行 向 量 对 应 PDE 系统 的 不 同方 程 。p、t 为 网 格 数据 ， 
详 见 initmesh 的 输入 。c、a、f 为 PDE 的 系数 ， 详 见 assempde 的 输入 。c、 
af 必须 扩展 ， 以 使 列 向 量 与 三 角形 单元 描述 方式 一 致 。u 是 偏 微分 方程 的 
解 矢量 ， 详 见 asempde 的 输入 。 
计算 每 个 三 角形 天 的 误差 指数 本 K) 的 公式 为 


ECK)=olp(F -aaol + 上 六 请 (cvm 站 | 


TEOK 


其 中 半 是 边界 r 的 单位 外 法 向 矢量 。 
参见 : adaptmesh , pdeadgsc , pdeadworst。 


pdetool 


功能 : 调用 偏 微 分 工具 箱 的 图 形 用 户 界 血 。 


格式 : pdetool 
pdetool (action, flag) 
说 明 : pdetool 调用 偏 微分 工具 箱 的 图 形 用 户 界面 (GUD。 不 带 参数 的 pdetool 直接 
进入 应 用 界面 。GUI 可 以 帮助 用 户 画 一 个 2 维 的 平面 区 域 并 描述 对 应 于 偏 微 
分 方程 的 边界 条 件 ， 还 可 以 指定 偏 微分 方程 类 型 ， 生 成 和 精 化 网 格 ， 最 后 计 
算出 方程 的 数值 解 并 演示 结果 。GUI 包括 几 种 不 同 的 模式 : 
。 在 画笔 模式 中 ， 可 以 构造 出 固定 的 几何 体 的 模型 ， 有 四 种 几何 体 ; 
圆 型 体 一 一 表示 圆 区 域内 的 点 ; 
多 边 形 一 一 表示 给 定 边界 线段 内 的 多 边 形 区 域 的 点 ; 
矩形 体 一 一 表示 矩形 内 的 平面 区 域 上 的 点 ， 
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查 圆 体 一 一 表示 椭圆 内 的 区 域 上 的 点 ， 并 且 可 将 椭圆 体 旋转 。 

上 述 几何 体 可 以 移动 或 旋转 ， 并 可 剪 切 或 粘贴 选 定 的 几何 体 ， 还 可 保存 或 
恢复 。 另 外 可 以 通过 键入 模板 文件 名 ， 激 活 pdetool。 
上 述 的 几何 体 可 以 利用 公式 予以 组 合 。 系 统 自动 给 每 一 个 几何 体 分 别 命 
名 ， 这 些 几何 体 的 名 字 显 示 在 所 画 的 几何 体 上 。 组 合 公式 的 几何 体 名 字 应 
与 所 画 的 几何 体 相 对 应 。 公 式 中 的 几何 体 名 表示 几何 体内 的 点 ， 组 合 后 的 
结果 仍 是 相应 点 的 组 合 。 另 外 该 组 合 公式 的 默认 值 是 所 有 几何 体 的 相 加 。 

。 边界 模式 用 来 描述 征 分 方程 的 边界 条 件 。 可 在 不 同 边界 上 定义 不 同 的 边界 
条 件 。 在 这 个 模式 中 ， 初 始 几何 体 的 边界 可 以 构成 子 区 域 的 边界 ， 并 且 这 
些 边界 也 可 去 掉 。 边 界线 的 颜色 代表 边界 条 件 类 型 ， 红 色 代 表 Dirichlet 条 
件 , 蓝 色 代表 广义 Neumann 条 件 , 绿色 代表 混合 边界 条 件 。 可 用 按钮 “6 
显示 边界 条 件 ， 或 打开 边界 条 件 菜单 选择 需要 的 边界 条 件 。 

。 PDE 模 式 用 于 指定 偏 微分 方程 类 型 及 确定 方程 系数 c、a、d、f， 可 以 指定 
子 区域 上 的 偏 微分 方程 系数 。 按 钮 “PDE” 可 以 显示 对 话 框 。 

。 在 网 格 模式 中 ,可 以 控制 自动 生成 网 格 的 方式 并 画图 显示 。 可 用 按钮 “A” 
显示 初始 化 的 网 格 ， 亦 可 直接 用 网 格 菜单 的 “Initialize Mesh” 项 。 吕 用 精 
化 网 格 按钮 或 直接 用 精 化 网 格 菜单 对 网 格 进行 细 化 。 

。 在 求解 模式 中 ， 可 以 指定 求解 方式 并 求解 偏 微分 方程 。 对 于 抛物 线 型 偏 微 
分 方程 和 双 巾 型 偏 微分 方程 ， 可 以 给 出 初始 条 件 及 输出 解 的 时 刻 点 。 对 于 
本 征 型 问题 , 也 指定 搜索 区 间 。 在 求解 模式 中 也 适合 于 非 线 性 偏 微分 方程 。 

。 在 画图 模式 中 ， 提 供 了 广泛 的 可 视 化 结果 的 方法 ， 包 括 平面 图 、 网 格 图 、 
等 高 线 图 、 矢 量 图 等 。 例 如 画 平 面 图 时 ， 对 于 抛物 线 型 偏 微分 方程 和 双 曲 
型 偏 微分 方程 ， 该 模式 可 以 给 出 方程 解 随时 间 变 化 的 动画 程 。 对 于 一 般 的 
方程 解 ， 可 以 很 方便 地 画 出 平面 图 或 立体 图 。 

边界 条 件 对 话 框 中 ， 可 以 描述 指定 边界 的 边界 条 件 类 型 ， 主 要 处 理 下 列 类 型 

的 边界 条 件 : 

Dirichlet 条 件 : ”hu=r ”在 边界 上 ; 












































广义 的 Neumann 条 件 ， mcvu)+qu=g; 


混合 边界 条 件 : ”Dirichlet 条 件 和 广义 的 Neumann 条 件 的 组 合 。 
偏 微分 方程 描述 对 话 框 ， 主 要 指定 偏 微分 方程 类 型 和 确定 方程 系数 ， 该 对 话 
框 适合 于 下 列 类 型 的 偏 微分 方程 : 
椭圆 型 偏 微分 方程 
一 VCcVua)+au= 厂 in O 
非 线性 偏 征 分 方程 
一 VCcG)VaD)+aGoOu = FoO 


本 征 型 问题 (或 特征 值 问题 ) 
一 V'CcVuD)+aUL=)du 


第 2 章 ” 偏 微分 方程 工具 箱 
双 曲 型 偏 微分 方程 
dd 经 -yi(cwajtaaE in Q 
6 
殷 物 线 型 偏 微分 方程 


d 笃 VCcvO+a= 丰 in Q 
Et 
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第 3 章 样 条 工具 箱 


(Spline Toolbox Ver 2.0) 


伴 条 (spline) 本 来 是 指 在 飞 届 和 船舶 制造 过 程 中 为 了 描绘 出 光滑 的 外 形 曲 线 所 用 的 一 种 
绘图 工具 。 它 是 ”种 富有 弹性 的 细 长 条 ， 使 用 时 用 压 铁 固定 在 ” 些 给 定 的 点 ( 称 为 节点 ) 上 ， 
其 他 地 方 任 它 自 由 变化 ， 然 后 依 样 画 下 的 光滑 曲线 称 为 样 条 曲线 。 从 数学 上 看 ， 它 实际 上 是 
一 段 段 的 三 次 多 项 式 曲线 拼接 而 成 的 曲线 ,在 拼接 处 不 仅 函 数 是 连续 的 ， 而 且 一 阶 导 数 、 二 
阶 导数 也 是 连续 的 ， 所 以 样 条 曲线 具有 和 良好 的 光滑 性 - 

样 条 函数 的 概念 早 在 1946 年 就 由 舍 恩 伯 格 (LJ.Schoenberg) 提 出 , 至 20 世纪 60 年 代 研究 
热潮 逐渐 兴起 ，20 世纪 70 年 代 更 是 迅速 发 展 起 来 。 它 不 仅 是 函数 逼近 的 一 个 活跃 分 支 ， 而 
且 也 是 现代 数值 计算 中 一 个 十 分 重要 的 数学 工具 , 已 经 广泛 应 用 于 逼近 论 、 曲 线 数据 拟 合 、 
数值 积分 、 数 值 微 分 、 微 分 方程 和 积分 方程 的 数值 求解 和 计算 机 辅助 外 形 设计 与 制造 等 方 
磺 。 

Matlab 5 中 的 样 条 工具 箱 2.0 版 本 为 学 习 样 条 和 使 用 样 条 函数 提供 了 一 个 理想 的 软件 环 
境 。 该 工具 箱 提 供 了 样 条 函数 最 常用 的 两 种 表示 形式 : B 形式 和 PP 形式 (Piecewise 
PolynomiaD)。B 形式 ， 即 以 B 样 条 需 数 基底 的 线性 组 合 来 表示 样 条 盟 数 ， 在 构造 一 个 样 条 需 
数 的 过 程 中 非常 有 用 ; PP 形式 ， 即 以 分 段 多 项 式 来 表示 样 条 函数 ， 在 评价 样 条 函数 时 更 加 
有 效 。 工 具 箱 中 包含 大 量 对 B 形式 和 PP 形式 样 条 函数 的 操作 函数 ， 如 创建 、 显 示 、 插 值 、 
逼近 和 分 解 等 ， 具 体 可 以 分 为 以 下 几 类 : 

* 对 三 次 插值 样 条 函数 的 操作 ， 

“对 PP 形式 样 条 函数 的 操作 ， 

“对 B 形式 样 条 函数 的 操作 ， 

“对 张 量 样 条 函数 的 操作 ， 

* 其 他 。 











3.1 三 次 插值 样 条 函数 


3.1.1 三 次 插值 样 条 函数 的 定义 


给 定 区 间 [w, 己 的 一 个 划分 
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A: 4=z< 为 < 人 < 和 如 = 
和 区 间 [w 刀 上 的 一 个 函数 AD)。 
定义 1 若 函 数 s(Cx) 满 足下 列 条 件 : 
1) 一 臻 通过 慰 +1 个 型 值 点 Gi,yD， 即 


sG6)= JJ=m CEC=0L2A 
2) 二 阶 连 续 ， 即 
s(z)jscaz[o] 


3) 三 次 分 段 ， 即 在 每 一 个 小 区 间 [xi-,z 上 均 为 三 次 多 项 式 。 

这 样 的 sC90 称 为 [w 刀 上 以 (=12…s 为 节点 的 三 次 插值 样 条 函数 ， 三 次 插值 样 条 函数 
的 几何 图 形 称 为 三 次 样 条 曲线 。 

由 定义 可 知 ， 为 了 确定 sx0)， 可 供 利用 的 条 件 共有 4m-2, 其 中 插值 条 件 n+1l 个 ; 连续 性 
条 件 有 : 














si 一 0) =s(xi+0) 

s(-0)=sos+0) 

si -0)=s(c+0) 其 中 =012A 
共有 3n-3 个 。 然 而 *(9) 是 由 普 段 次 数 不 超过 3 的 多 项 式 组 成 ， 共 有 4m 个 待定 参数 。 因 此 为 
了 确定 函数 so0)， 还 缺少 两 个 条 件 。 通常 是 在 区 间 [a 己 的 端点 














Q=X0 了 = 加 


上 各 附加 一 个 条 件 ， 称 为 边界 条 件 。 常 见 的 边界 条 件 有 三 种 : 
1) 给 定 边界 点 斜率 ， 即 


So)= sc)= 六 
2) 给 定 边界 点 的 二 阶 导 数 ， 即 

So)= sz)= 六 
3) 给 定 周期 特性 ， 即 


so +0)=so(x -0)，w=012 


3.1.2 三 次 插值 样 条 函数 的 构造 


记 节 点 处 的 一 阶 导 数 为 
Se)= 由 ， 大 =0LA 和 


144 


Matlab 工具 箱 应 用 指南 一 一 应 用 数学 篇 
记 节点 处 的 二 阶 导 数 为 


sz)=M， 大 =0LAn 


1 用 节点 处 的 一 阶 导数 构造 三 次 插值 样 条 函数 


由 播 值 条 件 可 得 ， 在 [xxer/] 上 s(C9 可 表示 为 


2 


2 2 
中- 人 二 1 和 ] mL- Eee jw 
1 八 区 一 区 一 你 





JXk 一 





记 pe= wsrya， 得 


s(r)= 去 人 一 基 1 站 | 国 十 2 人 x 一 了 仅 小 ， 十 去 人 一 和 小 区 十 2(x 一 工 小 
1 2 1 昌 
+ 人 ef- 一 jms 二 cx) 人 -xjmn 


于 是 ， 只 需求 出 诸 节点 的 斜率 即 可 得 到 CD)。 令 





妈 上 
太 - 十 的 

勾 -+ 
os 应 -十 用 


8 一 3(xf px]+AExeoxea]) 大 =12A :一 1 


对 于 给 定 端点 斜率 ， 即 *' Go)=mo ,8' Com)=m， 可 以 通过 解 方程 组 


2 711N 8 一 人 lo 
4 2 好 7 8， 
O 0 O M |= M 
4 2 Ho|m> 8 
和 2 省 m Le 一 Am 
求 得 诸 ws 


对 于 给 定 端点 的 二 阶 导数 ， 即 *" Go)FMo ,s" Co)=M， 可 以 通过 解 方程 组 
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1 7oo 8 

和 2 内 7 3， 
0 0 0 M |=| M 
和 2 Am Sn-l 


求 得 诸 办。 式 中 
用 

8 =37 om]- 了 Mn 

儿 





8 =37P mm]+- 汪 M 





2 
对 于 给 定 周期 特性 ， 可 以 通过 解 方程 组 
2 Am 和 | mo d 
和 2 和 负 7 8 
O 0O O M |=| M 
和 2 am 18 
Ha 0 2 」 ms 8 
求 得 诸 mx。 式 中 
二 户 - 
0 
二 惫 
9 二 


d=3(ofE5ba+myjpoa]) 


2 用 节点 处 的 二 阶 导数 构造 三 次 插值 样 条 函数 
由 才 s(0 在 每 个 子 区 间 [x xs 上 为 三 次 多 项 式 ， 所 以 "CD 在 px xx 上 为 线性 困 数 ， 记 


色 =X 一 发 





可 以 推 得 so 在 PCx ri] 上 表示 为 
1 
SC)= 呐 GaJe-xzetJae-2x+xoMe 
1 1 
-了 -ae-aajes 瑟 -2asMs+ 工 -aaas-G-aaja] 
于 是 只 需求 得 WMA(=0,1…:) 便 可 以 得 到 so)。 令 
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二 = 二 和 
及 十 反 

ww 久 - 
人 二 二 


起 所 人 网 5 总 六 可 大 =12,A ,z -1 


对 于 给 定 端点 斜率 ， 即 *' Com)=mo .s' Co)=mw， 可 以 通过 解 方程 组 


芭 MU] [ww 
MA 2 和 ah 相 
O OO Oo M |=| M 
Hp 2 4 和 1MW 1 

1 21|w lz 


求 得 诸 Mi。 式 中 


6 
do = 二 (UPoa]-mm) 


0 


6 


忆 


ml 


肖 = 


-fp on]) 


对 于 给 定 端点 的 二 阶 导数 ， 即 "Co)=Mo ,s" Co)=M， 可 以 通过 解 方程 组 





「2 2 al， 如 -ma 
礁 人 全 M， 几 
和 = 区 O M |= M 
Hp 2 4 和 -| Mo do 
[L pr 2 NU Lad- 一 和， 
求 得 诸 Mk。 
对 于 给 定 周期 特性 ， 可 以 通过 解 方程 组 
| 2 上 | Mn do 
A 2 4 M 中 
O 0O O M |=| M 
Hp 2 和 | Mi di 
L4- Hp- 2 儿 M- 世 


求 得 诸 Mt。 式 中 
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党 儿 - 
人 
过 名 
” + 有 
do= 局 十 太 (fpPo.a]- 7F sz]) 


3.1.3 工具 箱 中 关于 三 次 插值 样 条 的 函数 


样 条 工具 箱 提供 表 3.1.1 的 函数 来 构造 不 同 边界 条 件 和 要 求 的 三 次 插值 样 条 函数 。 
表 3. 1. 1 关于 三 次 插值 样 条 的 函数 


构造 各 种 边界 条 件 下 的 三 次 插值 样 条 函数 

















功能 : 构造 各 种 边界 条 件 下 的 三 次 插值 样 条 函数 。 

格式 : pp=csape(x, y [, conds[, valconds]]) 

说 明 : (x，y) 是 插值 点 的 序列 ，pp 为 指定 conds 条 件 下 以 (x，y) 为 插值 点 所 返回 的 pp 
形式 的 三 次 样 条 函数 。 
conds 是 字符 串 类 型 ， 为 边界 条 件 ， 可 为 下 列 字符 串 或 字符 串 的 第 一 个 字母 ; 
“complete”， “nota-knot”，“periodic”，“variational”，“second” 。 它 们 的 含义 
如 下 : 
“complete” 一 一 给 定 端点 的 斜率 ， 斜 率 大 小 在 valconds 参数 中 给 出 ， 若 忽 

略 valconds 参数 ， 则 按 缺 省 情况 处 理 ; 

“not-a-knot” 一 一 两 个 端点 存在 三 阶 连 续 导 数 ( 如 果 给 定 valconds 参数 则 忽 





略 ); 
“periodic” 一 一 给 定 周期 特性 ; 
“second 一 给 定 的 二 阶 导 数 ， 大 小 在 valconds 参数 中 给 出 ， 若 忽略 
valconds 参数 ， 则 使 用 缺 省 值 [0，0]; 
“variational ”一 一 给 定 端点 的 二 阶 导数 ， 且 大 小 皆 为 0(( 如 果 给 定 valconds 参 
数 则 忽略 ); 


* 缺 省 情况 * 





使 用 各 个 端点 附近 的 四 个 数据 计算 斜 放 。 
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举例 : 
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当 给 定 conds 为 一 个 1x2 的 矩阵 时 ， 可 使 两 个 边界 点 使 用 不 同 的 边界 条 件 。 
conds(iD)=j 含义 是 给 定 端点 守 的 j 阶 导数 ，i1 是 指 左 端点 ，i =2 是 指 右 端点 ， 
j 一 般 取 0, 1,2, 若 不 是 , 则 取 缺 省 值 1; 并 且 使 用 valconds (i) 的 值 指定 conds(i) 
所 指定 的 j 阶 导数 的 大 小 ， 若 忽略 该 参数 则 取 缺 省 值 。 下 面 介绍 conds 和 
valconds 所 能 取 的 缺 省 值 ， 以 及 取 定 conds 时 valconds 所 能 取 的 缺 省 值 ， 见 
表 3.1.2。 











表 3.1.2， 缺 省 值 表 


temnge ps(ej= pp(o) 缺 省 





clamped Ds(ej=valconds( ) Conds0 =1 





variational Das(ej=0 Conds0-=2 和 valconds(i)=0 


Drsloj=Drp(b) 12 Conds0-[00] 











D2s(e)j=valconds( ) Conds0=2 


表 中 j=104=2) 时 e 为 第 一 个 (最 后 一 个 ) 节 点 atb),p( 在 Lagrange 边界 条 件 下 ) 
是 点 e 及 其 附近 三 个 点 的 插值 多 项 式 。 同 时 该 函数 还 可 应 用 于 多 变 元 的 样 条 
函数 ， 这 里 不 再 详细 叙述 ， 可 以 参考 后 面 的 举例 。 

(D 单 变 元 

csape(x,y) 构造 了 Lagrange 边 界 条 件 下 的 三 次 插值 样 条 函数 ; 
csape([-1 1],[-1 1],[1 2],[3 6]) 构 造 了 三 次 多 项 式 p， 并 使 之 满 
足 条 件 





PCD=-1 Dp(CD=3 
p0)=1 Dzp(-D=6 
(2) 多 变 元 
x = 0:4; 
Y=-2:2; 
s2 = 1/sqrt(2) 7 
clear V7 


全 ( 人 7 和 0 友和 0 二 有 0] 二 [于 本 未 荆 T 
(0 
v(l,:,，:) = [10s218s20-l].'*[10-101]; 
sph = csape({x,yjvvf'"clamped'，'pPeriodqic'})7 
values = fnval(sph,{0:.1:4,-2:.1:2}); 


Surf (squeeze (values (1,:，:))7 
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squeeze (values (2，:v，:)) 7 
squeeze (values (3，:，:)); 
axis equal7 
axiS Off7 


其 中 的 surf 和 fnval 命 令 可 以 简化 为 fplt(sphb)， 图 形 见 图 3.1.1。 











了 寺 


图 3.1.1 样 条 sph 的 图 形 


csapi 

功能 : 构造 “not-a-knot” 边 界 条 件 下 的 三 次 样 条 函数 。 

格式 : values=csapi(x, y xx) 
pp=csapi(x, y) 

说 明 : 第 一 种 格式 下 返回 的 是 以 (x, y) 为 插值 点 序列 ， 以 “not-a-knot” 为 边界 条 件 的 
三 次 插值 样 条 函数 在 向 量 xx 处 的 值 ， 并 存放 在 values 中 ; 第 二 种 格式 下 返回 
的 是 以 (x，y) 为 插值 点 序列 ， 以 “not-a-knot” 为 边界 条 件 的 PP 形式 的 二 次 插 
值 样 条 函数 。 该 函数 还 可 应 用 于 多 变 元 的 样 条 函数 ， 这 里 不 再 详细 叙述 ， 可 
以 参考 后 面 的 举例 。 

举例 : (1) 单 变 元 
X=0:0.2:Pi7 








Y=sin(x)， 

Xx=0:0.5:Pi7 

PP=csapi (xyYy) 
Values=csapi (xyYvXX) 7; 

(2) 多 变 元 

x =.0001+[-4:.2:4]7 

Y =-3:.2:3; 

[YY, xx] = meshgrid(y,x) 7 
r = pixrsqrt (xx.^2+YY.^2) 7 
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3 csaps 
功能 : 
格式 : 


说 明 : 


举例 : 
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zZ = sin(z) ./7 
bcs = csapil( {x,yl，2z ) 7 
Enplt( bcs )7 
axis([-5 5 -5 5 -.5 1])7 
其 图 形 为 3.1.2。 





图 3.1.2 ”csapi 构 造 的 多 变 元 样 条 的 图 形 


构造 光滑 的 三 次 插值 样 条 函数 。 
values=csaps(X, y, p, XX) 
pp-csaps(X, y, P) 


第 一 种 格式 下 返回 的 是 以 (x, y) 为 插值 点 序列 ， 以 p 为 光滑 参数 (pE[0, 1]) 
的 二 次 插值 样 条 函数 在 xx 处 的 值 。 当 p=0 时 以 最 小 方差 直线 来 拟 合 数据 构 
造 三 次 插值 伴 条 函数 ， 这 时 光滑 程度 最 低 : 当 p=1 时 以 “variational ”为 边界 
构造 三 次 插值 样 条 函数 ， 这 叶 光 滑 程度 最 高 。 第 二 种 格式 与 第 ”种 格式 大 致 


相同 ， 不 过 返回 的 是 PP 形式 的 三 次 插值 样 条 函数 。 
x=0:0.2:Pi/27 

Y=Sin (x) 7 

xx=0:0.5:pPi7 

PP1=csaps (xyv,1) 

图 见 3.1.3。 
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图 3.1.3 csaps 构 造 的 的 三 次 插值 样 条 函数 


4 cscvn 
功能 : 构造 普通 的 或 周期 的 三 次 样 条 曲线 。 
格式 :cs=cscvn(points) 
说 明 : 当 points [:, 计 = points [:, end]j 时 ， 该 函数 以 如 下 格式 调用 csape 
cs = csape (t，points，"peiodic) 
当 points [:, 订 和 关 points [:, end] 时 ， 该 函数 以 如 下 人 恪 式 调 用 csape 
cs=csape (LU points, variationaly 
上 两 式 中 t= cumsum([0, dt^(1/4)])。 
举例 : (1) 一 般 情 况 
points=[0110-1 -100001210-1 -2]; 
fnplt (cscvn (Points) ); 
hold on; 
plot (Points (1,:) ,Points(2,:)，'o")， 
hold off; 
图 形 见 图 3.1.4。 


十 二 
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图 3.1.4 ”一般 情况 
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(2) 周期 情况 
fnplt(cscvn([0 .8 .900-.9-.80; .510-1-101.5]))， 
图 形 见 图 3.1.5。 


Se 
由 


ES 


应 用 数学 篇 














图 3.1.5 向 期 情况 


5 getcurve 
功能 : 交互 式 的 创造 三 次 样 条 则 线 。 
格式 : [xy, spcv] = getcurve 
说 明 : getcurve 显 示 一 个 网 格 划分 的 窗口 ， 并 且 要 求 用户 输 入 。 当 用 户 输入 点 时 ， 函 
数 用 折线 连接 这 些 点 : 当 用 户 输入 完毕 ， 点 击 窗口 外 即 可 ， 然 后 函数 返回 节 
点 序列 xy 和 用 cscvn 函 数 构造 的 样 条 函数 及 其 曲线 。 如 果 节点 序列 xy 的 第 一 点 
和 最 后 一 点 足够 接近 ， 那 么 函数 将 返回 闭合 的 样 条 函数 和 曲线 。 


3.2 PP 形式 的 样 条 函数 的 构造 及 操作 


式 的 次 数 增高 ， 计 算 变 复 杂 ， 逼 近 程 度 也 不 理想 。 因 此 ， 人 们 采用 分 段 低 次 插值 逼近 的 办 法 
去 克服 这 一 缺点 。 若 用 分 段 线性 插值 函数 ， 也 就 是 折线 代替 原 曲线 ， 或 用 分 段 抛物 线 去 逼近 
被 插 函 数 ， 也 就 是 利用 分 段 二 次 曲线 去 代替 原 函数 ， 把 这 种 插值 函数 的 方法 叫 分 段 插值 ， 所 
得 函数 为 分 段 多 项 式 形式 的 样 条 函数 。 





3.2.1 分 段 多 项 式 形式 的 样 条 函数 


义 2 给 定 区 间 [w 忆 的 一 个 划分 


沽 
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A: Q= 如 < 习 < 人 < 如 =D 
当 w(9) 满 足下 列 两 个 条 件 ; 
1) 在 每 个 子 区 间 lx :xi (天 1.2…0) 上 ， 函 数 w(xo) 是 次 数 不 高 于 严 的 多 项 式 ， 但 至 少 和 
一 个 子 区 间 上 为 款 次 多 项 式 ; 
2) sw(o 在 区 间 [w 妃 上 存在 上 Dl 阶 的 连续 导数 ， 即 


srjsc[oo 


则 称 swC9 为 关于 划分 A 的 次 样 条 函数 ， 称 点 殷 (二 12… 站 为 样 条 函数 w(09 的 节点 ， 效 
(=1.2….D 为 样 条 函数 wsCo 的 内 节点 。 


特别 当 o=--" 或 -+c 的 无 穷 区 间 上 ， 样 条 函数 的 上 述 定义 也 是 适用 的 。 

由 定义 可 知 ， 多 项 式样 条 是 具有 整体 某 些 连续 性 质 的 分 段 多 项 式 。 当 mn=0 时 ， 条 件 (O) 
不 起 作用 ， 零 次 样 条 是 阶梯 函数 ， 一 次 样 条 是 折线 函数 ;特别 在 3.1 节 中 所 描述 三 次 插值 样 条 
函数 是 取 =3 时 的 情况 ， 由 于 其 应 用 广泛 ， 所 以 受到 特别 重视 。 一 般 来 说 ，wCo 在 相 邻 子 区 
间 中 的 多 项 式 不 相 重 ， 但 定义 中 并 未 规定 它们 必须 相 异 。 因 此 普 次 样 条 函数 包含 了 同 次 多 项 
式 作为 它 的 特例 ， 或 是 说 多 项 式样 条 是 多 项 式 的 一 种 自然 推广 。 

定义 3 给 定 区 间 [w 圈 的 一 个 划分 


A: Q=X<N<A< = 


当 ww(9) 满 足下 列 两 个 条 件 :; 

1D 在 每 个 子 区 间 [Exerr xx] (=1.2…: 四 上 ,函数 ww(C9 是 次 数 不 高 于 对 的 多 项 式 , 但 至 少 有 
一 个 子 区间 上 为 二 次 多 项 式 ; 

2) sw 在 区 间 [w. 急 上 存在 ~-v 阶 的 连续 导数 ， 即 


(sc 可 





8 


my 


则 称 ,CO 为 关于 划分 A 的 亏 数 为 "的 普 次 样 条 函数 。 
由 定义 2 可知， 下 述 函数 


oO=suo) 


是 亏 数 为 1 的 普 次 样 条 盯 数 。 








3.2.2 工具 箱 中 关于 PP 形式 样 条 函数 的 函数 


在 Matlab 提供 的 样 条 工具 箱 中 ， 分 段 多 项 式 形 式 的 样 条 函数 ff 即 PP 形式 的 样 条 函数 ， 
是 由 它 的 节点 序列 breaks 和 局 部 的 多 项 式 片段 的 参数 阵列 coefs 来 表示 的 。 节 点 序列 breaks 
被 认为 是 严格 增长 的 ， 即 
breaks(1) < breaks(2) < …< breaks(l+1) 
其 中 1 是 组 成 样 条 函数 工 的 分 段 多 项 式 的 段 数 ， 并 且 这 些 多 项 式 的 次 数 可 以 是 不 同 的 ， 
但 是 它们 具有 同样 的 阶 数 k， 例 如 参数 阵列 coefs 的 大 小 为 [L，k]， 且 coeRsG," ) 为 按 降 宕 方 
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式 排列 包含 第 j 段 多 项 式 系数 的 向 量 。 
PP 形式 的 样 条 函数 了 就 是 在 基本 区 间 [breaks(1)，breaks(I+1)] 上 由 breaks、coefs、1 和 k 
四 个 部 分 构成 的 。 从 这 种 意义 上 说 ，PP 形式 的 样 条 函数 了 可 按 以 下 方式 精确 地 表示 为 : 
E(t) = polyval(coefs(j,:)，t < breaks (j) ); 
其 中 ，breaks() <t< breaks(G+1)。 
这 里 polyvalla, x) 是 Matlab 的 自 带 函 数 ， 它 的 返回 值 为 


六 sa(jer -ax +aCjec2+A +aoa 
问 
当 t 不 在 区 间 [breaks(1), breaks(l+1J)] 内 时 ，fb 应 被 扩展 定义 。 例 如 
f(t) = polyval(coefs (1,:) ,<breaks (1)) 
其 中 t< breaks(1)。 
PP 形式 的 样 条 函数 可 以 通过 一 些 插值 、 逼 近 和 转换 过 程 来 构造 ， 输 出 为 一 个 行 向 量 ， 
但 是 也 可 以 用 以 下 方式 来 拼装 : 
PP=pPpmak (breaks,coefs) 
例如 令 
breaks = -5: -1， 
Coefs =-22: -11， 
得 到 
PPp=ppmak (-5: -1，-22: -11) 
其 中 节点 序列 breaks 包含 五 个 元 素 , 将 区 间 分 为 四 段 , 参数 阵列 coefs 包含 十 二 个 元 素 ， 
由 此 可 以 确认 阶 数 
k=3(=12/4) 
用 命令 
fnbrk (PP) 
可 以 得 到 如 下 结果 : 
breaks (1:1+1) 
可 人 一生 天 示人 学 


Coefficients (dQx1vk) 


人 2 一 
13 二 
二 05 
=183 =42 .= 一 11 


pieces number 1 
4 
qimension q of target 
1 
以 下 是 另外 一 些 可 以 操作 pp 形式 样 条 函数 的 命令 : 
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vv = fnval(PP,x) 
ipp=fnint (PP)， 
P]jJ=Efnbrk (PP, jj)， 
Pc=fnbrk (PP,， [a b])， 
fnPlt (PP) ， 
sP = fn2fm(PP， -? ， 
Pr = fnrfn (PPp,morebreaks) 
这 些 函数 、 命 令 将 在 以 后 的 部 分 陆续 介绍 。 图 3.2.1 是 刚才 所 构造 的 样 条 函数 的 网 形 。 
其 绘制 过 程 如 下 : 
基 - [55857105 
P1lot (xX，fnval (pp,x)，'-.'); 
breaks=fnbrk (PPp，'b'):; 
YY=axii; 
for j=1:fnbrk(PP， ? +1 
Plot (breaks([j j])vYY(3:4))， 
end 
P1Lot (xfnval (fnbrk (PP,3)，x) ); 
Set (gca "ylim'v, [-60 -10]) 。 
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图 3.2.1 函数 图 形 、 节 点 及 多 项 式 的 第 三 段 









注意 ， 这 里 函数 中 所 说 的 节点 序列 breaks 和 以 后 函数 中 所 讲 的 节点 序列 knots 是 有 区 别 
的 ，breaks 中 的 元 素 不 能 重复 ， 且 必须 按 严 格 递增 次 序 排 列 ， 而 knots 则 没有 这 些 限制 。 所 
以 有 时 为 了 区 别 起 见 ， 也 称 : 列 breaks 为 插值 点 序列 ， 请 读者 留心 。 

下 面 介绍 样 条 工具 箱 中 提供 的 构造 和 操作 pp 形式 样 条 函数 的 函数 ( 见 表 3.2.1D)。 
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表 3.2.1 关于 pp 形式 样 条 函数 的 函数 


将 pp 形式 的 样 条 函数 转化 为 B 形式 的 样 条 函数 





分 解 pp 形式 的 样 条 函数 





工具 箱 中 可 操作 pp 形式 样 条 函数 的 函数 列表 





构造 pp 炬 式 的 样 条 明 数 





在 pp 形式 样 条 函数 中 插入 额外 的 节点 重新 构造 样 条 函数 





pp2sp 
功能 : 
格式 : 
说 明 : 


举例 : 


ppbrk 
功能 : 
格式 : 


说 明 : 


举例 : 





评价 pp 形式 的 样 条 函数 





将 PP 形式 的 样 条 函数 转化 为 B 形式 的 样 条 函数 。 

Sp-pp2sp(pp[, sconds]) 

将 pp 所 代表 的 PP 形式 的 样 条 函数 转化 为 sp 所 代表 的 B 形式 的 样 条 函数 ; 
sconds 为 一 个 向 量 ， 包 含 各 个 节点 的 光滑 条 件数 ; 若 忽略 sconds 参数 ， 函 数 
按 缺 省 情况 处 理 。 

x=0:0.2:Piy 

sconds=sin (X)， 

PP=csape (xy sconds) 7 


SPp=pp2sP (PPp)， 


分 解 PP 形式 的 样 条 函数 。 

[breaks, coefs, 1, k, dj=ppbrk{pp} 

outl=ppbrk(pp, part) 

Pij-ppbrk(pp,j) 

Pc-ppbrk(pp, [a, b]) 

第 -种 格式 下 返回 的 是 pp 所 代表 的 PP 形式 的 样 条 函数 的 节点 序列 breaks， 参 

数 和 矩阵 coeks， 分 段 多 项 式 段 数 L， 样 条 函数 的 阶 数 K 及 维 数 D。 第 二 种 格式 下 

返回 的 是 由 字符 串 类 型 参数 part 指 定 的 部 分 ， 参 数 part 可 为 下 列 字 符 串 或 字符 

串 的 第 一 个 字母 : “breaks”, “coef" ，“pieces ”或 “1 ， “order” 或 “kk ， 
“dimension”，“interval" 。 第 三 种 格式 下 返回 的 是 PP 形式 的 样 条 函数 的 第 j 段 

(为 整数 )。 第 四 种 格式 下 返回 的 是 PP 形式 的 样 条 函数 在 区 间 [a, b] 内 部 的 部 分 。 

X=0:0.2:pPi; 

Sconds=sin (X) ， 

PP=csape (xsconds) 7 

[breaks,coefs,1,k,d]=ppbrk (PP) 1; 

out1=PpPbrk (PP， Feaks? 7， 

PJjJ=pPPbrk (PP, 4) 7 

Pc=ppPbrk (PP, [0.2:0.8]7 


3 pplst 
功能 : 


格式 : 
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工具 箱 中 可 操作 PP 形式 样 条 函数 的 函数 列表 。 
ppPpISt 
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说 明 : 直接 调用 ， 显 示 所 有 了 能够 操作 PP 形式 样 条 函数 的 函数 清单 ， 并 有 简 咯 说 明 。 


4 ppmak 
功能 : 
格式 : 


说 明 : 


其 显示 结果 包含 如 下 函数 : 

PP = ppmak (breaksv,coefs[,d]) 

fnplt (PPp[,{fsymbol, interv,1inewidthl]) 
V = fnval (PP,x) 

dpp = fnder(pp[,m]) 

ipp = fnint(pp[,ippa]) 

Jump = fnjmp (PP,x) 

fncmb (PPl,scl[,pPP2[I,sc2]]) 


fn = fn2fm(PP,Eform) 

SP = fn2fm(PPp,"BB',sconds) 
item = fnbrk (PP,Part) 

P]j = fnbrk(PP']j) 

Pc = fnbrk(PP,[a b]) 

Pq - fnrfn(PP,breaks) 


构造 PP 形式 的 样 条 函数 。 
ppmak 

ppmak(breaks, coefs) 

pp =ppmak(breaks, coefs, d) 


在 给 定 节点 序列 和 局 部 多 项 式 参 数 窍 阵 的 前 提 下 ， 函 数 ppmak 能 用 最 少 的 信 
息 构 造 PP 形式 的 样 条 函数 ， 所 构造 样 条 的 详细 信息 可 用 命令 fnbrk 返回 ， 并 
且 存 储 样 条 信息 的 数据 结构 易 被 修改 而 不 会 影响 其 他 函数 的 使 用 。 调 用 
ppmak 时 所 产生 的 确切 动作 依赖 二 输入 是 单 变 元 还 是 多 变 元 ， 即 breaks 是 一 


个 插值 点 序列 还 是 一 个 插值 点 阵列 。 


如 果 breaks 是 一 个 不 减 的 插值 点 序列 ， 且 第 一 个 元 素 和 最 后 一 个 元 素 不 等 ， 
则 认为 所 要 构造 的 样 条 是 单 变 元 的 样 条 函数 。 它 的 各 个 部 分 按 如 下 方式 确定 。 
1. 样 条 的 基本 区 间 为 [breaks(1)，breaks(+D)] ， 多 项 式 片 段 数 1 = 





length(breaks 口 1)- 
2. 目标 样 条 函数 的 阶 数 k 和 维 数 d 可 以 推断 为 : 


a、 如 果 维 数 4 没 有 明确 给 出 , 则 coefs(:, i*k+i) 被 认为 是 包含 第 (it+T) 个 多 项 式 片 
段 的 j 个 参数 ， 且 按 降 索 排列 ， 即 第 一 个 参数 为 最 高 次 早 的 系数 ， 最 后 一 个 
参数 为 常数 项 ， 维 数 d 由 [d, kl] = size(coefs) 获 得 ， 阶 数 k 由 k = fix(klyD 获 得 ; 


b， 如 果 维 数 d 明 确 给 出 ， 则 k = cols(coefs)。 
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如 果 breaks 是 形 如 [BREAKS1, …, BREAKSm] 的 阵列 ,其 中 BREAKSiCi =1, …， 
my) 为 插值 点 序列 ， 则 认为 所 要 构造 的 样 条 是 一 个 m 变 元 的 张 量 积 样 条 函数 。 
这 种 情况 下 ， 期 望 参数 阵列 coefs 的 大 小 为 ld, 此 |， 这 就 定义 了 d 的 大 小 ， 其 
中 Ilk= [ll*kl, ,Ims*km]， 且 对 于 所 有 i，1i= length(BREAKS{。 
举例 : pp=ppmak([1,3v,4]，,[1,2,5,673,4,778])7 

PP=PPmak ([1,3v4]， [1v273v475v，67778]) 7 

上 述 两 种 格式 等 价 ， 一 般 Matlab 内 部 使 用 第 二 种 格式 。 





pprfn 

功能 : 在 PP 形式 样 条 函数 中 插入 额外 的 节 
格式 : ppout = pprfn(pp, breaks) 

说 明 : 该 函数 在 原样 条 函数 pp 中 按 大 小 顺序 插入 新 的 节点 序列 breaks， 并 返回 新 的 











PP 形式 的 样 条 函数 。 
如 果 原 样 条 函数 pp 是 m 变 元 的 张 量 积 样 条 函数 ， 则 期 望 breaks 是 有 mm 列 的 
阵列 。 


举例 : x=0:0.2:pi7 
Sconads=sin (X) 7 
PP=csape (x, sconds)i 


PPout-PPrfn(PP, [0.3,0.7])7 


ppual 
功能 : 评价 PP 形式 的 样 条 函数 。 
格式 : v=ppual(pp, xx[, left) 
说 明 : 返回 PP 形式 的 样 条 函数 pp 在 向 量 xx 中 各 点 的 函数 值 。 如 果 第 三 个 可 选 参数 
给 出 ， 意 味 着 函数 是 左 连续 的 。 
如 果 pp 是 维 数 为 d 的 单 变 元 的 样 条 函数 ， 并 且 [m, n] 王 size(xx)， 则 输出 为 
大 小 为 [d*m,m] 的 玫 阵 。 
如 果 pp 是 维 数 为 4 的 m 变 元 的 样 条 函数 ，m>1， 则 输出 如 下 大 小 的 矩阵 ; 
[dsm, n], 如 果 xx 的 大 小 为 size [mn]; 
[dnl nm]， 如 果 d>1 且 xx 为 {XL Xml}; 
[lnm]， ”如果 d==-1 且 xx 为 芭 1,Xmj}。 
举例 : x=0:0.2:Pi 
sconds=sin(x) 
pp=csape (x, sconds) ; 


V=ppual (pp, [0.1,0.8,1.2]): 
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3.3 昌 形 式样 条 函数 的 构造 及 使 用 


所 谓 B 形式 的 样 条 函数 ， 就 是 以 B 样 条 函数 为 基底 ， 由 B 样 条 函数 的 线性 组 合 来 表示 
的 样 条 函数 。 在 高 次 多 项 式 的 计算 中 , 选择 稳定 的 计算 公式 是 很 关键 的 。 因 此 对 于 固定 分 割 、 
固定 次 数 样 条 的 全 体形 成 的 线性 空间 ， 问 题 就 归结 为 如 何 选 择 基底 。 目 前 有 三 类 基底 在 实际 
上 受到 人 们 的 重视 ， 一 种 是 截断 寡 函 数 基底 ， 一 种 是 主 基 样 条 ， 另 一 种 便 是 本 节 要 介绍 的 B 
样 条 函数 基底 。 蕉 断 罕 函 数 基底 主要 用 于 理论 分 析 ， 它 们 构成 的 系数 矩阵 是 高 度 病态 的 ， 所 
以 不 适合 用 于 数值 计算 。 主 基 样 条 主要 用 于 低 次 情况 ， 如 二 次 、 三 次 样 条 的 计算 ， 对 高 次 也 
不 方便 。 这 两 组 基底 都 不 具有 严格 的 误差 局 部 化 的 性 质 。 尽 管 主 基 样 条 近 处 小 的 扰动 对 远 处 
影响 很 快 衰减 ， 但 严格 来 说 ， 相 应 的 影响 矩阵 不 是 兢 疏 的 ， 而 且 衰减 效应 随 着 多 项 式 次 数 的 
增加 而 减 小 。 截 断 守 函 数 基底 一 旦 在 某 一 处 出 现 误差 ， 就 以 寡 次 速度 向 远 处 单 向 传播 ， 严 重 
破坏 计算 稳定 ， 而 且 这 两 组 基底 在 处 理 具 有 重 节点 的 样 条 时 也 不 方便 。B 样 条 函数 则 完全 具 
有 局 部 支柱 性 质 ， 且 能 统一 处 理 重 节点 ， 从 而 把 样 条 函数 的 概念 在 理论 上 与 分 段 多 项 式 统一 
起 来 。 




















3.3.1 预备 知识 


单位 阶 跃 函数 的 定义 为 : 


1 X>0 
避 必 2 


显然 函数 4(9) 是 分 段 常量 ，x = 0 是 间断 点 ， 并 在 x= 0 处 右 连续 。 


截断 寡 函 数 的 定义 为 
RS 四 x” xx>0 
= VAO x<0 


当 >0 时 ，x+" 是 连续 的 ， 且 有 
Dr =1MLA .Dr = 咱 X,D"x" = mp 人 


式 中 
站 -= 工 
cdr 
为 微分 算 子 。 显 然 函 数 x*" 是 区 间 (-c, +co) 上 亏 数 为 1 的 次 样 条 函数 ， 它 在 仅 有 的 一 个 内 
节点 Y= 0 处 取 导 数 直 到 二 ?2 阶 都 连续 ， 而 mn 阶 导 数 是 间断 的 。 
当 总 是 [a , 包 上 划分 A 的 一 个 内 节点 时 ， 函 数 (ce-x9:" 可 以 看 作 是 [a ,如上 亏 数 为 1 的 靖 次 
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定义 4 在 区 间 [ ,已 给 定 一 个 划分 





A: 4Q=xo<<A< =D 


将 满足 定义 3 的 样 条 函数 的 全 体 构成 的 集合 ， 通 称 为 次 样 条 函数 空间 ， 记 为 sw(A)。 
如 果 wo 为 wwA) 中 的 任 函数 ， < 为 任 常数 ， 显 然 有 wCDEsnw(A); 另外 ， 如 果 
sn00，m(o 为 ww(A) 的 任 两 个 函数 ， 则 wb+mGCo)Esnv(A)， 这 样 便 说 明了 ww(A) 是 一 个 线 
性 空间 。 
根据 定义 3， 空 间 wv(A)(w=0， 1. 2，.…) 有 如 下 的 包含 关系 : 





Sn0 (A) E Sn (A)s Sn2 (A) < 人 


于 是 函数 族 
2 1 
(xz 一 xi 了 =7 -vv+lna-v+2A:3i=1L2A,N-1 


中 的 每 一 个 函数 均 在 ww(A) 之 内 ， 且 有 以 下 引 理 和 定理 。 
引 理 :” 男 数 族 中 的 对 1+vw(V-D 个 男 数 是 线性 无 关 的 。 
定理 : 人 翌 条 函数 空间 ww(A) 是 叶 1+vw(CV-D 维 的 线性 空间 。 


3.3.2 B 样 条 函数 Basic spline function) 


定义 5 在 实 轴 上 取 节 点 序列 
六 
在 截断 罕 函 数 ((C-90” 中 将 基 看 作 参 数 ， 则 关于 天 mp xp xinrl 作 函数 (一 习 ” 的 mt+1 阶 差 商 
| 机 ,人 ,ae- 直 
称 此 差 商 是 以 x 为 变量 的 B 样 条 函数 ， 并 称 
Bi(z)= (smal 一 所 jeoA 注 遇 人 一 zk 


为 第 ;个 于 +1 阶 规范 B 样 条 函数 。 
根据 差 商 与 各 节点 处 函数 值 之 间 的 关系 式 得 


Rn 


有 si(z)= (xs 一石 
= 人 


其 中 
it 


arm)= JI-s) 
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it1 


2 (Co)= TI ) 


Ji 
了 zk 


根据 如 上 表达 式 ， 明 显 可 以 看 出 Binr/(9 是 分 段 眉 次 多 项 式 。 如 果 取 
Xu=A=X=4=i<A<xvw=D=XvwiIA=Xwin 


时 ， 称 已 wonriCoD)， 已 wrrnrl9，…， 已 pri(o) 分 别 是 以 x=a 为 m+1 重 , 于 重 ，…， 二 重 节点 的 
mt+1 阶 R 样 条 函数 ，BwrorrCD，Bwnt(CD，…，Bwnny(D 分 别 是 以 大 = 少 为 m+1 重 , 重 , … 
二 重 节 点 的 mt+1 阶 B 样 条 函数 。 其 余 的 BpvsCD (=0.1.….N--D 均 为 单 节点 的 于 二 1 阶 样 条 函 
数 。 带 有 重 节点 的 B 样 条 函数 可 按 n+1l 阶 差 商 的 极限 情况 来 定义 。 例 如 Bww+C9 可 定义 为 当 
xyXarly sx1 均 趋 近 于 aa 时，C-xo[xmyxnth sx]G- 9 的 极限 。 

下 面 介 绍 3 个 低 阶 的 B 样 条 函数 。 





1 一 阶 B 样 条 函数 
第 i 个 一 阶 ( 零 次 )B 样 条 函数 为 


Bu(o)=( 和 一 天 ). 2 一 ao 


-人 (公演 机 -由 后 


Ti 一 太一 
汪 五 厂 大 < 克 N 
0 其 他 
其 图 形 为 图 3.3.1。 
2 二 阶 B 样 条 函数 


第 ;个 二 阶 (一 次 )B 样 条 函数 为 
BC)= (Cs 一 大 Pr 


工 一 秘 





区 的 天 雪 略 机 
Ai 大 
和 这 is2 一 龙 < 
国 0 
三 关 
0 其 他 


其 图 形 为 图 3.3.2。 
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2 
1 人 
吊 | 
-1 

ai 1 鸭 Ki 2 

图 3.3.1 一 阶 B 样 条 函数 图 3.3.2 二 阶 B 样 条 函数 





3 三 阶 B 样 条 函数 
第 ;个 三 阶 (二 次 )B 样 条 函数 为 
Base)= Cs 瑟 ozaxs- 直 


C- 贡 7 


























人 蕊 扫 庆 所 而 
(Ca 一) 天) 人 
Ca 可 有 < 
有 (Ge 2 Jo 加 2 二) [人 一 3 Js 吕 需 唱 的 放 
Cs 一 如 
入 六 扫 天 世态 
人 一 Xi Js 二 人 ” 和 
0 其 他 
其 图 形 为 图 3.3.3。 
1 
0 
说 
于 习 i1 Si2 iv3 


图 3.3.3 三 阶 B 样 条 函数 


3.3.3 B 样 条 函数 的 性 质 


通过 B 样 条 函数 的 定义 及 其 表达 式 ， 不 难得 到 B 样 条 函数 的 以 下 性 质 。 这 些 性 质 的 证 
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明 过 程 本 书 不 详细 给 出 ， 读 者 可 以 自行 参考 有 关 文 献 或 推导 。 


1 递 推 关系 式 性 质 


大 一 大 | 一 苇 
Be (9)= 一 Bi 的 二 二 委 :wx GO) 
Mi 一 大 HH 一 1 
其 中 ， 尼 12…m; 开 1.2…N-1。 
从 这 个 表达 式 中 可 以 看 出 , 丰 次 B 样 条 函数 PierxC9 可 由 两 个 坟 1 次 的 B 样 条 函数 Bix(D 
和 Bo0 表 示 出 来 ， 若 加 上 


1 1 三 
-| 
0 


则 可 以 得 到 B 样 条 函数 的 递 推定 义 。 
2 局 部 正 支撑 性 质 
B 样 条 函数 巨 syCO(E=-m …, N-D) 有 下 列 性 质 : 


( >0 Xi SX< Jil 
Bi 
[0 其 他 


这 用 数学 归纳 法 证 明 即 可 。 由 于 B 样 条 函数 恒 为 非 负 ， 而 且 nm+l 阶 (nz 次 )B 样 条 函数 只 在 亚 
个 子 区 间 上 非 零 ， 则 其 具有 局 部 正 支 撑 性 。 


3 规范 性 (又 称 权 性 ) 
对 于 xn<x<xzwa 的 B 样 条 函数 有 


AN 


BCDs1 
这 个 性 质 可 以 直接 由 B 样 条 函数 的 差 商 的 定义 证 明 。 


4 线性 无 关 性 
严 次 B 样 条 函数 房 o+JCDOG=-m …,NH+HD) 是 线性 无 关 的 ， 即 对 于 常数 ci(=-m, …, N+D)， 


+ 


> ciBion(r)= 0 


= 


成 立 的 充分 条 件 是 ci =0((=-m …, Ntm))。 从 这 个 性 质 知道 ,m 次 了 B 样 条 函数 组 杞 orrCDC( 王 -0 
NH+HmD) 构成 严 次 多 项 式样 条 函数 空间 的 一 组 基底 。 


5 微分 性 质 
B 样 条 函数 Biw+r(C9 的 导数 可 用 下 式 来 表达 
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BO0= 一 一 BO- 一 一 一 Bao) 
Jim 如 1 一 基 1 


这 可 用 B 样 条 函数 的 差 商定 义 证 明 。 由 此 可 以 看 出 ，B 样 条 函数 的 导数 可 由 两 个 低 一 次 的 B 
样 条 函数 的 线性 组 合 来 表示 。 


3.3.4 工具 箱 中 关于 B 形式 样 条 函数 的 函数 


在 Matlab 提供 的 样 条 工具 箱 中, B 形式 的 样 条 函数 人 是 由 它 的 不 减 的 节点 序列 4 和 了 B 样 
条 函数 系数 阵列 a 米 叭 一 表达 的 。 

己 知 阵列 a 的 大 小 为 [d, n] = size(a) 和 节点 序列 + 的 长 度 为 length(D0,， 则 可 知道 样 条 函数 人 
的 阶 数 k = length(D n， 这 就 意味 着 分 段 多 项 式样 条 函数 的 次 数 <k， 例 如 三 次 样 条 函数 就 是 
一 个 四 阶 样 条 。 

确切 地 说 ，B 形式 的 样 条 函数 可 由 上 ww 和 大 四 部 分 构成 ， 且 可 以 表示 为 


三 汪 六 有 *ad( 


ii=1 





B = Bi+A) 


表示 给 定 节点 序列 KD，…，xG + 月 下 的 第 个 人 阶 B 样 条 函数 ， 它 的 基本 区 间 是 [((1)， 
tn+b]。 注 意 B 样 条 函数 在 它 的 基本 区 间 外 恒 为 零 ， 这 同 pp 形式 的 样 条 函数 是 不 同 的 。 

B 样 条 函数 是 构造 B 形式 样 条 函数 的 基本 单元 。 下 面 给 出 一 个 以 [0 1.5 2.3 4 5] 为 节点 序 
列 的 四 阶 B 样 条 函数 的 图 形 ( 见 图 3.3.4)， 同 时 给 出 构成 翌 条 函数 的 分 段 多 项 式 的 图 形 。 命 令 
如 下 : 








bspline([0 1.5 2.3 4 5]) 





图 3.3.4 四 阶 B 样 条 函数 


概括 地 说 ， 以 tD 三 …<t(itk) 为 节点 序列 的 B 样 条 函数 在 区 间 [(tiD)，tGi+ kx)] 内 为 正 ， 
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区 间 外 为 零 。 这 些 节点 可 以 一 致 ， 并 且 节点 的 重 数 决定 了 该 点 的 连续 性 条 件 ， 规 则 是 ; 
节点 重 数 + 连续 性 条 件 个 数 = 阶 数 
例如 对 于 三 阶 B 样 条 函数 , 单 节点 意味 着 两 个 连续 性 条 件 ， 比 如 函数 连续 和 一 阶 导数 连 
续 ; 双 节 点 则 意味 着 只 有 一 个 连续 性 条 件 , 即 函 数 连续 ; 三 重 节 点 就 意味 着 没有 连续 性 条 件 ， 
即 函 数 也 可 以 为 不 连续 的 。 这 对 节点 的 选择 有 很 大 的 影响 。 假定 s 为 区 间 [a，b] 上 的 以 
xz<…< 到 为 插值 点 序列 的 k 阶 样 条 函数 , 进一步 假定 在 插值 点 # ,处 样 条 函数 s 满足 z 个 光滑 
条 件 ， 即 


JanpaD25 人 全 +)-D 全 -)=0，0<J<A =2A, 





那么 合理 的 节点 序列 + 应 该 包含 上 必 个 插值 点 所 ， 六 2…,1， 并 且 t 还 应 包含 两 个 端点 a 
和 b 各 k 个 。 这 样 构造 的 节点 序列 t， 就 可 以 将 样 条 函数 s 用 B 样 条 函数 唯一 地 表示 出 来 。 
例如 ， 想 在 区 间 [1,3] 上 以 1.5、1.8、2.6 为 插值 点 构造 一 个 三 次 样 条 函数 ， 同 时 要 求 满足 函 
数 存 在 二 阶 的 连续 导数 ， 则 节点 序列 可 以 选择 
t= [1, 1, 1, 1, 1.5, 1.8, 2.6, 3, 3, 3, 3] 
它 由 如 下 命令 得 到 
augknt([1，1.5，1.8，2.6，3]，4)( 这 个 函 数 在 第 五 节 介绍 )。 


如 果 想 在 插值 点 1.8 处 为 一 个 角 ， 即 函数 在 该 点 的 一 阶 导数 不 连续 ， 则 可 用 节点 序列 
L= [1 1 1, 1 1.5, 1.8, 1.8, 1.8, 2.6, 3, 3, 3, 3]; 
它 由 如 下 命令 得 到 ; 


记 . 二 GERELCFL7 -Sr 主人 2565 37 42 17 37532335 
图 3.3.$ 展示 包含 不 同 节点 重 数 的 三 次 B 样 条 函数 的 图 形 ， 该 图 形 可 在 Matlab 中 用 以 
下 命令 得 到 : 
































图 3.3.5 包含 不 同 节 点 重 数 的 三 次 B 样 条 函数 


x=[-10:70]7/10: 
Cc=SpPcol (tv, 3v,X); 
[1,m]=size(c); 
Cc=c+ones (1,1)*[0:m-1]; 
axis([-1 7 0 m])， 
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for tt=t，Plot([tt tt]l, [0 ml,? ? ，end 
P1lot (xc) 
更 详细 的 解释 见 spalldem。 
通常 ， 样 条 函数 是 由 一 些 信息 来 构造 的 ， 比 如 函数 值 、 导 数值 或 者 常 微 分 方程 的 近似 解 
等 。 但 是 ， 也 有 可 能 通过 拼装 而 成 。Matlab 中 提供 了 这 样 的 函数 spmak， 只 要 给 定 节点 序列 
和 系数 阵列 就 可 以 得 到 B 形式 的 样 条 函数 。 例 如 
sp = spmak(1:10,3:8) 
提供 了 节点 序列 1: 10 和 系数 阵列 3 : 8， 这样 就 可 以 得 到 阶 数 k= 4(= 10-@)。 通 过 命令 
fnbrk (sp) 
可 以 得 到 详细 信息 如 下 : 
knots (1:n+k) 
过- 和 
coefficients (d,n) 
3 有 ,7 党 
number n of coefficients 
6 





Order K 
4 
aimension qd of target 
工 
但 是 样 条 工具 箱 的 最 大 特点 就 是 不 需要 读者 了 解 这 些 详细 信息 , 只 要 使 用 工具 箱 提供 的 
函数 和 命令 就 可 对 包含 在 sp 中 的 样 条 函数 进行 评价 、 微 分 、 积 分 和 转换 等 操作 。 
下 面 介绍 样 条 工具 箱 中 提供 的 构造 和 操作 B 形式 样 条 函数 的 函数 。 
表 3.3.1 工具 箱 中 关于 B 形式 样 条 函数 的 函数 


将 B 形式 的 样 条 函数 转化 为 B 形式 的 样 条 函数 
将 D 形式 的 样 条 函数 转化 为 PP 形式 的 样 条 函数 
最 小 均 方 误差 的 样 条 通 近 

样 条 插值 

构造 光 消 的 样 条 函数 














分 解 样 条 函数 

产生 B 样 条 函数 的 配置 矩阵 

工具 箱 中 能 够 操作 B 形式 样 条 函数 的 函数 的 列表 

构造 B 形式 的 样 条 函数 

在 样 条 函数 的 节点 序列 中 插入 额外 的 节点 并 返回 新 的 样 条 函数 
产生 一 个 样 条 曲线 

求 值 


























1 sp2bb 
功能 : 将 B 形式 的 样 条 函数 转化 为 BB 形式 的 样 条 函数 。 
格式 : PP= SP2BB(SPLINE) 


说 明 : 


举例 : 


2 sp2pp 
功能 : 
格式 : 
说 明 : 
举例 : 


功能 : 
格式 : 
说 明 : 


Spap2 
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通过 节点 插入 函数 使 原 B 形式 的 样 条 函数 中 的 每 个 节点 的 重 数 变 为 最 大 ， 即 
样 条 函数 的 阶 数 ， 然 后 利用 新 的 节点 序列 得 到 新 的 样 条 函数 ， 即 BB 形式 的 
样 条 函数 。 基 本 过 程 如 下 : 
[xivm] = knt2brk (SPbrk (SPline，'knots')); 
spline 


= sprfn(spline，brk2knt (xiyv? 
subplus (spbrk (splinev 'order') - m))); 
spline(1) = 12， 

[xxvyy]=titaninmy 

pick=[1 5 11 21 27 29 31 33 35 40 45 491; 
七 au=xx (Pick); 

Y=yYY (Pick); 

n=1Length (tau); 

dl=tau(2)-tau(1)7 

dr=tau(n) -tau(n-1); 

t=[tau(1)-dl*[2 1] tau tau(n)+dr*r[1 2]]; 
sp=spapi(t,tauvy): 

PP = sp2bb(sp); 


将 B 形式 的 样 条 函数 转化 为 pp 形式 的 样 条 函数 。 
pp=sp2pp(spline) 

在 原 区 间 上 ， 将 B 形式 的 样 条 函数 转化 为 pp 形式 的 样 条 函数 。 
[xxv yy]=titanium7 

Pick=[1 5 11 21 27 29 31 33 35 40 45 49]; 
七 au=XXx (Pick): 

Y=YY (Pick); 

n=lLength (tau) ; 

dl=tau(2)-tau(1)7 

dr=tau (n) -tau(n-1); 

t=[tau(1I)-dql*[2 1] tau tau(n)+dqr* [1 2]]; 
SPp=spapi (ttauvy): 

PP =- sP2PP(sP); 


最 小 均 方 误差 的 样 条 逼近 。 

sp= spap2(knots, k, x,y[. w]) 

返回 通过 节点 序列 knots 的 大 次 样 条 函数 六 并 使 之 在 最 小 均 方 误差 的 意义 下 
满足 条 件 y-Xx)， 即 使 
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举例 : 


Spapi 
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>wUXrCO)-ACKO 六 


为 最 小 。 缺 省 情况 下 权重 W 为 ONES(size(x)), 但 另 一 种 更 好 的 选择 是 使 W = 
([dx ; 0]+[0 ; dx])./2, 其 中 dx = diffx(C))。 当 在 横 轴 上 满足 Schoenberg-Whimey 
条 件 ， 即 满足 

knots 0) < x(G) < knots (+k)，j1: length(x)-lcngth(knots)-k 

时 ， 所 得 的 样 条 函数 是 唯一 的 ， 并 且 在 横 轴 上 必须 有 一 些 j 满足 该 条 件 ， 否 
则 函数 没有 返回 值 。 同 样 该 函数 可 以 用 于 构造 张 量 积 样 条 函数 ， 此 时 要 注意 
各 个 输入 参数 的 匹配 问题 。 

[xx,YyY]=titanium7 

k=37 

1=67 

breaks=x(1)+[0:1]*(x(length(x))-x(1))7V17 

knots=augknt (breaksvk)7 

spline=spap2 (knots,k,xry); 


功能 : 样 条 插值 。 
格式 : sp=spapi(knots, x, y) 
说 明 : 返回 以 konts 为 节点 序列 ， 以 k=length(knots)-length(x) 为 阶 的 满足 条 件 


举例 : 


spaps 


y= fo 
的 样 条 函数 sp。 同 样 该 函数 可 以 用 于 构造 张 量 积 样 条 函数 ， 此 时 要 注意 各 个 
输入 参数 的 匹配 问题 。 
[xxv, YYy]=titaniumy 
pick=[1 5 1121 27 2931 33 35 40 45 49]; 
七 au=xx (Pick); 
Y=YY (Pick); 
n=length (tau); 
ql=tau(2)-tau(1)7 
dr=tau (n) -tau(n-1); 
t=[tau(1)-dl*[2 1] tau tau(n)+dr*[1 2]]; 
spP=sPpapi(t,taury); 


功能 : 构造 光滑 的 样 条 函数 。 
格式 : [sp, values|-spaps(x, ytolf, w my) 
说 明 : 返回 使 FDAM D := integral { (DAM Kb)^2 : x(1D)<=t<=x(n) } 为 最 小 的 光滑 函数 


了 的 B 形式 的 样 条 函数 sp 和 序列 x 处 的 函数 值 ， 并 使 函数 三 满 足 条 件 


6 
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EL)=ZwUrO)-ACXO 六 <7OF 


在 缺 省 情况 下 , 权重 W 使 EU 近似 于 F(y- 三 )。 关 为 三 次 样 条 函数 则 缺 省 M=2， 
也 可 选择 M=1( 线 性 ) 或 M=3( 五 次 )。 若 序列 x 为 非 增 的 , 则 要 将 x, y 重新 排序 。 
同样 该 函数 可 以 用 于 构造 张 量 积 样 条 函数 。 当 x 是 “个 区 度 为 length(Cx) = 的 
单元 阵列 (其 每 个 单元 为 一 个 向 量 ) 时 ，y 则 应 该 提供 相应 的 节点 数据 ， 且 对 于 
标量 数据 ，y 的 大 小 为 size [length(xf): i=1: 口 ， 对 于 d 维 向 量 数据 ，y 的 大 小 
为 size [d, [lengthCXfi : 吕 - 在 这 种 情况 下 ，M 是 一 个 整数 或 一 个 大 小 为 
的 向 量 (其 元 素 属 于 点 集 [1.2.3D)，W 则 是 以 向 量 WG) 为 元 素 的 长 度 为 z 的 阵 
列 。 
举例 : (1D) 单 变 元 
Xx=0:0.2:pi; 






Y=sin(x); 

七 oDL=1; 

[sp,values]=spaps (xyvtol) 
(2) 多 变 元 

WwW = ones(Size(x) ); 

w([1 end]) = 100; 

sP =- spaps (xy,1.e-2vwy3); 


spbrk 

功能 : 分 解 样 条 函数 。 

格式 : [outl, coefs, n, k, dj=spbrk(sp) 
out1=spbrk(sp, part) 
Spbrk(sp) 

说 明 : 第 一 种 格式 下 返回 的 是 sp 所 代表 的 B 形 式 的 样 条 函数 的 节点 序列 outl， 参 数 向 
量 coefs 及 其 长 度 n, 样 条 函数 的 阶 数 k 及 维 数 d。 第 二 种 格式 下 返回 的 是 由 字符 
串 类 型 参数 part 指 定 的 部 分 , 参数 part 可 为 下 列 字符 串 或 字符 串 的 第 一 个 字母 ; 
“knots"，“t”,“coef”,， “number”,“order”,“dimension”,“interval 。 
第 三 种 格式 下 返回 的 内 容 同 第 一 种 格式 。 

举例 : [xxvyy]=titanium7 
Pick=[1 5 11 21 27 29 31 33 35 40 45 49]; 

















七 au-xx (Pick); 

Y=YY (Pick): 

n=1Length (tau) : 

dl=tau(2)-tau(1)7 

dr=tau (n) -tau (n-1); 

t=[tau(1)-ql*[2 1] tau tau(n)+dqr*[1 2]]; 
Sp=spapi(t,tau,y): 
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SPbrk (SP); 
out1=spbrk (SPp， rder? ; 
[outl,coefs,nv,kvd]=spPbrk (SP) 7 


7 spcol 
功能 : 产生 B 样 条 函数 的 配置 矩阵 。 
格式 : spcol(knots, k,tau) 
caolloc = spcol(knots, k, tau argl, arg2) 
说 明 : 函数 spcol 构造 矩阵 
colioc = (pm 号 1 (euu() 


其 中 忘 是 以 knots 为 节点 序列 的 第 j 个 k 阶 B 样 条 函数 ，tau 是 一 个 不 减 的 点 
序列 ， 并 且 m= knt2ml(tau), 即 
mdi) :=#{fj<i:TAUG)=TAUGD) } 
如 果 一 个 可 选 参数 是 字符 串 “slvblk” 的 前 两 个 字母 ， 则 函数 返回 函数 slvblk 
语 需 要 的 块 对 角 线 形式 的 窍 阵 ; 如 果 一 个 可 选 参数 是 字符 串 “sprase” 的 前 两 
个 字母 ， 则 函数 返回 稀 玻 矩阵 ， 如 果 一 个 可 选 参数 是 字符 串 “noderiv” 的 前 
两 个 字 尽 ， 则 函数 忽略 所 有 节点 的 重 数 ， 即 对 丁 所 有 的 i， 使 mGD) = 1。 
举例 : spcol([1:6],3， .1+[2:4]) 
ansS = 
0.5900 0.0050 0 
0.4050 0.5900 0.0050 
0 0.4050 0.5900 
bkbrk (spcol([1:6],3,.1+[2:4]，'"s19')) 
ans = 
block 1 has 2 row(s) 
0.5900 0.0050 0 
0.4050 0.5900 0.0050 


next block is shifted over 1 column(s) 





block 2 has 1 row(S) 
0.4050 0.5900 0.0050 


next block is shifted over 2 column(s) 


8 splst 

功能 : 工具 箱 中 能 够 操作 B 形式 样 条 函数 的 函数 的 列表 。 

格式 : splst 

说 明 : 直接 调用 ， 显 示 所 有 能 够 操作 B 形式 样 条 函数 的 函数 清单 ， 并 有 简略 说 明 。 
其 显示 结果 包含 如 下 函数 : 
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spmak 
功能 : 
格式 : 
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SP = SPpmak (knots，coefs); 
SP = Spapi(t,tau,ftau) ; 
SP = spap2(t,k,tau, ftauvw); 
SP = Spaps (xyrtolvmrw) 
FnplL(sp symbol, inLecv, linewidLh) ， 
values = fnval(sPvx) 
dsp = fnder(spym) 
isp = fnint (sp,ispa) : 
SP = fncmb (spl,scl,sp2,sc2): 
item = fnbrk(sp,Part) 
jump = fnjmp(sp,x) ; 
SP = fnrfn(sp,knots):; 
fm = fn2fm(sp,form) ; 
cC = Spcol(tkrtaurformrnoderiv) :; 
Values = CSsapi (xy xx); 
PP 
PP = csape (x,yvconds,valconds) ; 


Csapi(x,y) : 


PP = cscvn(Points) : 


values = csaps (xyrPrxx); 
[curve=] spPcrv(c[vkvsymbol,maxpPnt]): 
[newbrk,aistfn] = newknt (PPvnew1) 


xi = optknt (tau,k) 

[augknot,add1] = augknt (knots,k): 

七 star=avVeknt (tk): 

七 = brk2knt (breaksvmults); 

[xi,m] = knt2brk(t); 

[m,t] = knt2mlt(t); 

Pointer = Sorted(knots，Points) ; 

[vb] = spPrpPP (txva) 

[vv,b] = SPIPP(txva) :; 
[nb,rows,ncols,1ast,blocks] = bkbrk (blokmat); 


构造 B 形式 的 样 条 函数 。 


spline=spmak(knots, coefs) 


说 明 : 在 Matlab 中 ,B 形式 的 样 条 函数 是 由 它 的 不 减 的 节点 序列 knots 和 B 样 条 函数 


系数 序列 coefs 来 表示 的 ， 其 形式 如 下 : 
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SPLine = 六 6 人 Jscoe( 
过 
其 中 
= 1en8gtiph(coe 认 ) 
+K= engthi(knrots) 
BC. 表 示 第 i 个 人 阶 B 样 条 函数 。 
在 函数 spmak 中 ，knots 为 节点 序列 ，coefs 为 系数 和 失 阵 ， 其 列 数 n 代表 样 条 
函数 由 n 个 B 样 条 函数 组 成 ， 行 数 d 代表 维 数 ， 所 构造 的 样 条 函数 的 阶 数 为 
k=length(knots)-n。 同 样 该 函数 可 以 用 于 构造 张 量 积 样 条 函数 。 如 果 knots 是 
m 维 的 阵列 ， 则 coefs 是 m 或 m-1 维 的 阵列 。 
举例 : spline=spmak(0:10,0:7) 
10 sprfn 
功能 : 在 翌 条 函数 的 节点 序列 中 插入 额外 的 节点 ， 并 返回 新 的 伴 条 函数 。 
格式 : spnew =sprfn(sp,addknots) 
说 明 : 在 原样 条 函数 sp 的 节点 序列 中 插入 新 的 节点 addknots， 若 插入 若干 节点 时 ， 
则 addknots 为 一 个 节点 序列 。 然 后 函数 以 新 的 节点 序列 构造 新 的 样 条 函数 。 
但 是 没有 节点 的 重 数 超过 样 条 的 阶 数 。 同 样 该 函数 可 以 用 于 张 量 积 样 条 函 
数 ， 如 果 sp 是 m 变 元 的 样 条 ， 则 addknots 应 是 一 个 包含 m 个 单元 的 阵列 。 
举例 : spnew=sprfn(sp,0:7) 
11 spcrv 


功能 : 产生 一 个 样 条 曲线 。 

格式 : curve = spcrv(x, k, maxpnb) 
Spcrv(Xx) 

说 明 : 该 困 数 为 以 e 为 参数 阵列 的 k 阶 样 条 曲线 了 提供 了 密集 的 点 序列 ftb。 确 切 
地 ， 曲 线 工 可 以 记 为 


7 六 BCI-E217A ,ise(， <r<nt5 
ji=1 
其 中 B(。|a,…:z) 代 表 以 a …:;z 为 节点 的 B 样 条 ，n 是 样 条 函数 参数 阵列 
的 列 数 ， 即 [d, n] = size (c)。k 的 缺 省 值 为 4， 序列 tt 的 缺 省 元 素 的 最 大 个 
数 为 100。 
举例 : points = [0 0 1 10 -1 -100: 
0001210-1-2]; 


12 spval 
功能 : 
格式 : 
说 明 : 


举例 : 


-元 样 条 函数 的 研究 始 于 20 世纪 60 年 代 ， 比 单元 的 样 条 函数 晚 了 十 多 名 
数 本 身 在 计算 上 的 繁杂 性 及 多 维 区 域 剖 分 的 多 样 性 ， 导 致 了 研究 上 的 困难 重 村 


的 一 段 时 间 进 展 
果 不 少 。 
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P1lot (Points (1,:)v，pPoints(2，:)，':") 
values = SPpPcrv(Points,3); 
Plot (values (1,:),values (2,，:))7 


求 值 。 

V= spval(sp,x) 

返 癌 B 形式 样 条 函数 在 节点 序列 x 处 的 值 
[xx,YY]=titaniumy 

ick= 15 11.21 272393133 35 40-45 49] 3 
七 au=XxxX (Pick); 

Y=YY (Pick)， 

n=1length (tau) ; 

dl=tau(2)-tau(1)7 

dr=tau (n) -tau(n-1); 

t=[tau(1)-dl*[2 1] tau tau(n)+dr*[1 2]]; 
SPp=spapi(t,tau,Yy); Vv=sSpPval(sp,0:7) 


3.4， 张 量 积 样 条 函数 


缓慢 。 不 过 ， 近 许多 年 来 引起 了 普 色 的 重视 ， 全 究 学 者 增多 ， 


Js 


E。 由 于 多 元 函 
在， 使 之 在 最 初 
进展 较 快 ， 成 






目前 ， 规 则 区 域 的 二 元 样 条 函数 的 研究 已 经 趋 丁 成 熟 ， 非 规则 区 域 的 逼近 以 及 离散 点 的 





时 ， 这 方面 也 取 


二 元 插值 仍 是 研究 的 焦点 之 一 。 由 于 有 限 元 和 计算 机 辅助 几何 设计 的 大 量 应 / 
得 了 相当 的 成 果 。 

本 节 先 着 重 描述 一 些 简单 的 二 元 样 条 函数 及 其 构成 方法 ， 然 后 介绍 Matlab 样 条 工具 箱 
中 关于 二 元 样 条 函数 的 函数 。 

3.4.1 二 元 样 条 函数 

首先 介绍 一 些 相关 的 概念 。 一 般 ， 设 入 [c2]， 天 [cd 四 ， 令 


和 = SPa1X{ 押 : 轴 ,人 ,办 } 


卫 =SDantyo WA :wn 


分 别 表示 由 X， 工 中 基 函 数 
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押 HO<i< 澡 与 WO<7< 朵 
张 成 的 子 空间 ， 它 们 的 维 数 分 别 为 nr+l 和 mm+1l。 

定义 6 记 张 量 积 

和 四 区 =span 俱 (Juily): 0<ism0<j< 岂 
上 面 定义 表明 张 量 积 XODJw 表 示 从 { do 0 .， 幼 4 中 任 取 办 CD， 从 { wo， yo .， ydy 任 
取 wy) 的 所 有 可 乘积 的 线性 组 合 的 全 体 。 显 然 这 是 C[a. 圈 X C[c, 丰 中 的 一 个 +DCn+D 维 的 
线性 子 空间 ， 且 

中 = 抄 (xjyvri (>)0 <i<sm0<sJ<s 叶 

是 和 OZ 的 一 组 基 ， 因 此 任 一 函数 E 入 O 世 可 以 唯一 表示 为 


sw 


对 于 整数 0 过 0， 用 C%[8] 表 示 二 元 函数 .Kxy) 在 区 域 上 分 别 关 于 x 及 具有 直到 
大 阶 和 1 阶 的 连续 偏 导数 (当然 不 大 于 人 tt 阶 的 混合 偏 导数 也 是 连续 的 ) 的 总 体 集合 。C[o] 表 
示 二 元 函数 ,fxy) 在 区 域 @2 上 只 能 保证 分 别 关 于 区 及 具有 大 阶 的 连续 偏 导数 的 总 体 集合 。 














1 双 一 次 样 条 
对 于 给 定 的 矩形 区 域 


Q=fy); asxr<sphc<y<d} 
引入 乘积 型 前 分 A-AvA, ， 其 中 


A,: Q=z< 习 < 人 A< 加 =D 


A,: c=yo<ym<A<ym=d 


将 区 域 人 2 划分 成 mrz 个 小 的 窍 形 域 

Qi =tfeyj:rs[rra]yslyPypjii=OuA-hy=oLAm-1 
在 这 样 的 网 状 剖 分 上 的 所 有 点 Cs 汶 处 的 函数 值 记 为 KayD-fi。 当 固 定 ， 所 得 数据 的 插值 
一 次 样 条 函数 可 以 表示 为 

















saf= 闷 7 太 BOD 
i=0 


其 中 BO 是 3.3 节 中 给 出 的 二 阶 B 样 条 函数 。 同 理 ， 当 守 固 定 ， 所 得 数据 的 插值 一 次 样 条 函 
数 可 以 表示 为 


第 3 章 样 条 工具 箱 175 
7 六 已 人) 
于 是 对 一 次 张 量 积 插值 样 条 函数 可 以 表示 为 
sa(Aa 人 = 六 六 7 


i=0 0 


由 此 可 以 得 到 二 元 双 线 性 函数 的 基底 函数 ， 即 二 元 双 一 次 B 样 条 函数 的 定义 见 网 3.4.1- 





图 3.4.1 区 域 划分 


[RE Cn 中 ， 区 域 1 


XiH1 一 硬 人 jiHI 一 J 





Ca 6- 区 域 4 


[CR 天 厅 > 六 了 了 


0 ， 其 他 处 


人 - 守 bu- 光 
[TIRE 
由 |] 区 -二 中 多 站 区 
ou) 【RE 7 一 En 
) 
) 





outey)=B(xBi(y) 

如 果 被 持 基 数 在 区 域 Q 上 ar-1 阶 偏 导数 连续 、a 阶 偏 导数 在 网 格 上 分 片 连续 、 电 在 该 

区 域内 平方 可 积 , 则 记 J ec PCcoi(8)。 如 果 后 一 条 件 改 为 分 片 & 阶 偏 导 数 近 最 大 值 一 致 有 界 ， 
则 记 广 PC'(8)。 下 面 的 定理 表明 ， 双 线性 插值 样 条 函数 在 L 模 意义 下 是 二 阶 逼 近 的 。 

定理 ”如果 


esPc*(Q), 则 





上 rasols 四 eolLrelree] 
其 E 相 


= max (co 一 冯 )，1= ad 7 
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CoGoy) 及 Fo2Goy) 分 别 表 示 jcy) 对 于 x 和 > 的 二 阶 偏 导数 。 


2 ， 双 二 次 样 条 函数 
对 于 托 形 区 盛 Q={Coy);asx 拓 pcsy 关 地 作 矩形 剖 分 


A.: QQ= 加 < 为 < 人 < 总 =D 


< 


A,: c=y<y<A<yn=d 


7 


在 此 划分 的 基础 上 ， 再 作出 由 下 列 不 等 式 规范 的 各 小 矩形 








-和 十 区 -1 区 士 妇 +1 
X 1 = 和 XS 三 工 
1 二 2 人 3 
9 世 十 ji-1 区 二 沪 
避 1 <SyS 本 1 
7 2 2 7 


式 中 : 
了 有 
如 果 函 数 *>.s(Ccy) 满 足下 列 两 个 条 件 : 
D ss)sc"lol 
2) 在 每 个 Qy 上 为 双 二 次 多 项 式 


大 上 
必 (y)= 吕 人 [一 | (> | 
人 =0 全 7 


式 中 六 1.2…m， 忆 1.2…2， 则 称 SA(Cxy) 为 双 二 次 样 条 函数 。 
由 定义 和 推理 可 以 知道 ，saGey) 中 共有 9+3n+3mtmm 个 自由 参数 ， 即 在 此 剖 分 网 上 双 
二 次 样 条 函数 空间 的 维 数 为 (rt3)(m+3)。 如 果 考 虑 的 是 插值 问题 , 网 格 节点 处 给 出 w+D(Cnz+D) 
个 函数 值 ; 
ss 人 (osyi)= 方 :E=OLA 和 :=OLA 


剩 下 的 20z+mr+4) 个 自由 参数 由 边界 条 件 确定 。 

与 一 维 时 类 似 ， 二 维 样 条 的 边界 条 件 可 分 为 周期 和 非 周期 两 大 类 。 对 于 非 周期 边界 ， 当 
边界 上 给 定 一 阶 或 二 阶 发 向 导数 时 ,还 需 给 定 角 点 处 的 二 阶 或 四 阶 混 合 偏 导数 ， 它 们 分 别 为 
一 类 边界 条 件 


ssyi)- 人 1 = 0,737 = 0 人 ,ma 
sy 人)= Fe， i= 0 人 ,7 三 = 0,m 


oo)= 有 = 0,753 = 0,77 


第 3 章 样 条 工具 箱 177 
与 二 类 边界 条 件 


-osy)= 订 "， 1=0m7=OAmn 


就 2  ， 1 = 0,A ,三 了 = 0,.m 


es) 六 07= 0 
具体 求解 过 程 略 。 


双 二 次 样 条 函数 的 另 一 种 表示 方法 是 采用 B 样 条 表示 。 
在 四 个 角 点 处 取 作 两 个 单方 向 的 二 次 B 样 条 三 重 节点 ，A, 与 A, 网 格 的 中 点 为 单 节 点 ， 
即 


四 = =12A 人 局 


而 16 三 而 好 三 加 4 三 1 


以 上 列 式 为 节点 可 以 分 别 将 x 方 向 和 ?y 方 向 的 二 次 样 条 唯一 表示 为 


3 


32.Ar (= Ba 人 


nt3 


32.Ay (O) 二 Pit) 


这 里 瓦 3(o 与 有 3(00 分 别 是 以 (tabtrat3) 及 (六 六 ma 六 3) 为 节点 的 二 次 B 样 条 函数 。 
由 此 可 得 
as 


oaf as(C0ow(j = 之 DBna(yjasn) 


3 3 


二 痪 > 68 (Bi (O) 


总 癌 
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若 此 时 节点 满足 Schoenberg 条 件 ， 则 sf 存在 且 唯一 。 


3 双 三 次 样 条 
双 变 量 函 数 ss(Cey) 称 为 区 域 上 按 剂 分 人 的 双 三 次 样 条 函数 ， 是 指 它 满足 以 下 两 个 条 
件 。 
1) 在 每 个 子 矩 形 
ou=teeyj:rspoxsys 串 ?| i=04A 2-LD7=0LA ,7 一 


内 saACcy) 是 xy 的 双 三 次 多 项 式 。 
2) sa)EC22(Q)， 即 ssey) 在 区 域 Q 上 有 直到 四 阶 的 混合 偏 导 数 连续 。 
与 SACoy) 一 样 ，saA(xcy) 的 自由 参数 也 为 Oi+3)(Om +3)， 即 等 于 x 与 y 两 个 方向 一 维 
三 次 样 条 自由 参数 的 乘积 。 上 面 有 双关 二 次 样 条 的 叙述 可 以 平行 移植 到 双 三 次 样 条 。 同 理 双 
:次 样 条 的 B 样 条 形式 可 以 表示 为 
IIH37H+3 


SA = 2 oajBi4(x)B4(y) 


1i=1 


3.4.2 工具 箱 中 关于 张 量 积 函数 的 函数 


Matlab 中 样 条 工具 箱 所 提供 样 条 函数 都 可 具有 任意 个 变 元 , 像 张 量 积 函数 就 是 非 单 变 元 
的 样 条 函数 。 这 些 多 变 元 的 样 条 函数 同样 以 两 种 标准 的 方式 表示 ， 即 B 形式 和 pp 形式 ， 并 
且 它 们 的 构造 可 以 完全 使 用 前 面 几 节 所 介绍 的 函数 和 命令 。 接 下 来 简单 介绍 一 下 如 何 利用 已 
介绍 的 函数 和 命令 构造 张 量 积 样 条 畏 数 。 为 方便 起 见 ， 以 二 元 为 例 。 

假设 ?是 x 的 函数 ，g 是 y 的 函数 ， 那 么 它们 的 张 量 积 为 

Ar， 另 = sS(Y) 
是 x 和 >y 的 函数 ， 是 一 个 二 元 函数 。 

更 一 般 地 讲 , 以 (sbs sm 有 和 | 大 (tb2osbrb 为 节点 序列 ,以 (jsi=12 sj = 2 

为 相应 的 参数 阵列 ， 则 可 得 到 二 元 样 条 函数 





Joy)= 立 放 BrlsA,ssjs(yloAmoja 


它 可 通过 命令 
SP = Spmak({s, 七 ])，a) 
构造 。 进 一 步 ， 可 以 用 fnplt、fnval、fnder、fnrfn、fn2fm 等 命令 对 样 条 sp 进行 绘图 、 计 算 、 
微分 、 积 分 和 转换 等 操作 。 更 详细 的 例子 见 ktpdem。 
虽然 Matlab 的 样 条 工具 箱 中 大 部 分 对 单 变 元 样 条 抬 作 的 明 数 和 命令 也 能 对 多 变 元 的 样 
条 进行 操作 ，Matlab 还 是 提供 了 专门 的 对 多 变 元 的 样 条 进行 操作 的 函数 和 命令 ， 见 表 
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3.4.1( 注 : 这 一 部 分 函数 在 Matlab 5.2 版 本 中 ， 已 经 列 为 陈旧 函数 ， 失 去 功能 ， 它 们 的 任务 已 
由 单 变 元 的 函数 和 命令 来 完成 ， 其 原理 见 3.6.1， 这 里 对 这 些 函 数 进行 解释 ， 出 于 对 老 版 本 ， 
如 5.1 版 用 户 的 考虑 )。 





表 3.4.1 工具 箱 中 关于 张 量 积 样 条 函数 的 函数 














tspapi 量 积 样 条 的 插值 
tspbrk 分 解 B 形式 的 二 元 张 
spmak 构造 一 个 B 形 式 的 二 元 
tspval 评价 一 个 R 形式 的 二 元; 

















1 tcsapi 
功能 : 构造 not-a-knot 边界 条 件 下 的 二 元 三 次 样 条 函数 。 
格式 : tpp=tcsapi(x, y X) 
说 明 : 用 单 变 元 的 csapi 构造 双 变 元 的 三 次 样 条 函数 ， 对 于 所 有 的 忆 疡 使 


xz 信访 = Jay( 让 


其 运行 过 程 如 下 : 
[byvcyv lyvkyvd] = PPbrk(csapi(yvz))7 
[bxv cx LIxykx] =~ PPbrk(csapi(xreshape(cyydr1ly*ky) .'))7 
tPP = tppmak (bx,by,reshape (cx 1Yyxky,1xxkx) .1) 
函数 的 输出 结果 可 用 fnder 进行 微分 ， 用 tppmak 分 解 ， 用 tppval 评价 。 
举例 : x=1:5; 
Y=2:4 
2z=[15:17;5:7;1:3;56:57;23:25]17 
廿 pp=tcsapi (xyv,Zz) 7 


2 tcsaps 
功能 : 构造 二 元 三 次 光滑 样 条 函数 。 
格式 : tpp=tcsaps(x, y, Z, px, py) 
说 明 : 用 单 灾 元 的 csaps 构造 双 伙 元 的 二 次 样 条 函数 ， 对 于 所 有 的 六 7 使 


zf7)= yy 


其 中 ，mx = Len8th(x) ，7y = len8th(y)，i=1LA ,nx JJ=1LA，y。 
在 x 方 向 使 用 光滑 参数 px， 在 y 方 向 使 用 光滑 参数 py。 其 运行 过 程 如 下 ， 
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DxX Jength (x) 7 


ny 
tPP = tpPpPmak (x,YyY，ILreshape (PPbrk (csaps (xy 
IeSshape (PPbrk (Csaps (Y,z,PY)， "coefs'")vnx ..-. 


length (y); 





4* (nY-1) ) .vvPx)，'coefs')v4* (ny-1)，4* (nx-1) ) 。，) 7 
举例 : 
交工 S 了 7 大 呈 了 2 7 了 77 235 3 
廿 pp=tcsaps (xyvz,0.5,0.5)7 
3 tpbrk 


功能 : 分 解 一 个 pp 形式 的 张 量 积 样 条 函数 。 

格式 : [breaksx, breaksy, coefs, 1, k] = tppbrk(tsp[, print) 

说 明 : 分 解 一 个 pp 形式 的 张 量 样 条 函数 ttp， 返 回 指定 的 部 分 ， 不 过 返回 值 的 顺序 
不 能 改变 。 式 中 breaksx 指 x 方向 的 节点 序列 ，breaksy 指 y 方 向 的 节点 序列 ， 
coefs 为 张 量 样 条 男 数 tsp 的 参数 阵 询 。 

举例 : x=1:57 
Y=2:4 
z= [it5317j557733437156557723425]57 
tPP=tcsaps (xvyvzv0.5,0.5)7 
[knotsxv,knotsyvcoefs]=tppbrk (tpP) : 


4 tppmak 
功能 : 构造 一 个 pp 形式 的 张 量 积 样 条 函数 。 
格式 : tpp= tppmak(breaksx, breaksy, coefs) 
说 明 : 构造 一 个 pp 形式 的 张 量 积 函数 ， 并 将 
是 一 个 大 小 为 [axkepy*ty] 的 阵列 。 其 运 : 
[1Lkx, LIky] = size(coefs); 
1x = length (breaksx) ? 1; 
kx = fix(Ikx/IX); 






存放 于 阵列 中 tpp 中 。 假 定 coefs 
过 程 如 下 : 


1Y = length (breaksy) ? 1; 
ky = fix(Iky/1LY); 
E (kx<=0) | (Lxxkx~=1kx) | (ky<=0) | (LY*ky~=1ky) 


error ('The input is incompatible-')7 
end 
tpPP=[20 1kx 1]ky coefs (:) . "kxbreaksx(:)."kybreaksy(:).']); 


举例 : x = 1:4; 


共 
Y=1:4; 
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coefs = [1:371:3;1:3]3 
tpPP = tppmak (Xx，Y，coefs); 


5 tppval 

功能 : 评价 个 pp 形式 的 张 量 积 样 条 函数 。 

格式 : values = tppval(tpp, x) 
values = tppval (tpp, x, y) 

说 明 : 第 一 种 格式 返回 values GD) = fX(-, D 的 值 ， 其 中 X(-, 代表 阵列 的 第 i 列 。 
第 二 种 格式 返回 values (ij := fXG.YG)) 的 值 。 

举例 : x=1:5; 
Y=2:4 
z=[15:17;5:7;1:3;56:57;23:25]; 
tPP=tcsaps (x,yrzv,0.5,0.5)7 
values=tpPPval (tpPP,Xxry) 7 


6 tsp2pp 

功能 : 将 双 变量 的 张 量 积 函 数 从 B 形式 转化 为 pp 形式 。 

格式 : tpp=tsp2pp(tsp) 

说 明 : 将 双 变 量 的 张 量 积 函数 从 B 形式 转化 为 pp 形式 ， 其 运行 过 程 如 下 
[knotsxknotsycoefs] = tspbrk(tsp): 
[breaksy, coefy,1y,kyvnx] = 
PPpPbrk (sp2pp (spmak (knotsy,coefs) ) ): 
1ky=1LY*ky; 
[breaksx,coefs,1x,kx,1ky] = 
PPbrk (sp2pPP (sSpmak (knotsx,reshape (coefy,nx,1ky) .'))): 
tpPP=tppmak (breakSsx,breaksy,reshape (Coefs,1ky,1xx*kx) .') 
该 过 程 的 中 的 一 些 函 数 将 在 下 面 介绍 。 


举例 : kx = 4; 
knotSsx=augknt ([0:.2:1],kx); 
ky = 3; 


knotsy = augknt([0,.25, .5,，.75,1],ky): 
七 5P = 七 5PaP2 (knotsxrkxvknotsyvkyvxryrz); 
tPP=tsP2PP (tsP) 7 


7 tspap2 
功能 : 最 小 方差 的 二 元 张 量 积 样 条 逼近 。 
格式 : ysp = tspap2(knotsx, kx, knotsy, ky, x, y 了 
说 明 : X 方向 以 knotsx 为 节点 序列 ， 以 kx 为 阶 ;, y 方 向 以 knotsy 为 节点 序列 ， 以 ky 
为 阶 ， 返 回 在 最 小 方差 的 意义 下 最 为 符合 (x(i, yG), y(i, j)),i=1, … length(X)， 
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1, …,length(Y) 的 双 变 元 张 量 积 函 数 。 


举例 ; 


8 tspapi 


x= sort([[0:10]/10, .03 .07，.93 .97])， 

Y= sort([[0:6]/6,.03 .07，.93 .97]); 

2Z = franke (xX.'*ones(1,， Length(Yy) ) ,ones (Length (xX)，1)*y); 
kx = 4 


knotsx=-augknt ([0:.2:1],kx); 
ky = 3 


knotsy = augknt([0, -25, -5, -75,1],ky): 


tsP = 七 Spap2 (knotsx,kx,knotsy,ky,xryvZ)7 


功能 : 双 变 元 张 量 积 样 条 的 插值 。 
格式 : tsp = tspapi(knotsx, knotsy, x, y Z) 


说 明 : X 方 向 以 knotsx 为 节 


举例 : 


9 tspbrk 


: 列 ，y 方向 以 knotsy 为 节点 序列 ， 返 回 最 为 符合 
(x(i, yO), zi j)), 运 1, …, length(x),j=1, …, lengthx) 





的 双 变 元 张 量 积 胃 数 。 
所 爸 造 的 函数 x 方 向 阶 数 为 


length(knotsx) - length() 


y 方 向 阶 数 为 


过 
芝 

kxX 
kmn 
ky 
kn 
ts 


length(knotsy) - length(y) 
= sort([[0:10]/10, .03 .07，.93 .97]); 
sort ([[0:61]/6,.03 .07，.93 .97]): 
= franke (x.'"*ones (1, length(y) )，ones (Length (x)，1) *y); 
= 4; 


otSsx=augknt([0:.2:1],kx): 

= 3; 
otsy = augknt ([0, .25, .5,， .75,1],ky); 
P = 七 spPapi(knotsx,knotsy,xryvZ) 7 


功能 : 分 解 B 形式 的 二 元 张 量 积 函 数 。 
格式 : [knotsx, knotsy, coefs, n, k] = tspbrk(tsp[, print) 


说 明 : 返回 值 中 ，knotsx 指 x 方 向 的 节点 序列 ，knotsy 指 y 方 向 的 节 
为 二 元 张 量 积 函数 tsp 的 参数 阵列 ，n 和 k 均 是 包含 两 个 元 细 


举例 : 


点 序列 ，coefs 
的 行 向 量 ， 且 








n=[length(x), length(y)] 
k=flength(knotsx)-length(x), length(knotsy)-length(y)] 


其 中 x, y knotsx, knotsy 的 内 容 见 下 面 举例 。 


入 


= sort([[0:10]/10, .03 .07，.93 .97]); 


第 3 章 样 条 工具 箱 183 
YY= sort([[0:6]/6,.03 .07，.93 .97]):; 
2Z = franke(x.'*ones(1, Length(y))，v，ones (length (x)，1)*xy)， 
kx = 4; 
knotSx=augknt ([0:.2:1],kx); 
ky = 3; 
knotsy = augknt ([0, .25, .5，.75v,1],ky); 
tsP = tspapi(knotsx,knotsy,xvy,z)4 
[knotsx,knotsy,coefs,n，k]=tspbrk (tsp)， 


10 tspmak 


11 


功能 : 构造 一 个 B 形式 的 二 元 张 量 积 函 数 。 

格式 : tsp = tpmak(knotsx, knotsy, coefs) 

说 明 : 式 中 knotsx, knotsy 分 别 为 x,y 方 向 的 节点 序列 ，coefs 为 构造 二 元 张 量 积 函 
数 的 参数 阵列 ， 且 要 求 

length(knotsx)- 上 0 

length(knotsy)-c>0 
其 中 [pc]j=size(coefs)。 

举例 : knotsx = augknt([0:.2:1],kx); 
knotsy - augknt ([0, .25,.5， .75,1],ky)7 





coefs = [1:4; 1:4; 1:4; 1:4; 1:4]7 
tsP = 七 Spmak (knotsxv,knotsy,coefs); 

tspval 

功能 : 评价 一 个 B 形式 的 二 元 张 量 积 函 数 。 

格式 : values=tspval(tsp, x, p) 

说 明 : 返回 values (ij) := Kx(D, yO) 的 值 ， 其 中 二 元 张 量 积 函数 f 的 信息 以 B 形式 
存放 其 中 。 

举例 : x = sort([[0:10]/10,.03 .07，.93 .97])7 
Y sort([[0:6]/603 。07，，。93 ,97]) 7 
Z = franke(xX.'*ones(1, Length(y)) ,ones (length (x)，1)*y) 7 
kxX = 47 





knotsx=augknt([0:.-2:1],kx)7 

ky = 37 

knotsy = augknt([0, .25, -5, -75,1],ky)， 
tsp = tspapi(knotsx,knotsy,xvyvz) 1; 


Values = tspval(tsp,x,y) 7 
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3.5 其 他 函数 


Matlab 的 样 条 工具 箱 中 不 仅 包含 以 上 的 一 些 专用 的 具有 针对 性 的 函数 , 而 且 提供 一 些 通 
用 的 函数 。 它 们 中 的 一 些 既 可 以 对 pp 形式 的 样 条 函数 进行 操作 ， 又 可 以 对 B 形式 的 样 条 函 
数 进行 操作 ， 另 一 些 则 提供 额外 的 功能 ， 例 如 对 节点 的 操作 。 本 节 将 分 三 类 介绍 这 些 函 数 ， 

“对 样 条 函数 进行 操作 的 函数 

“对 节点 进行 操作 的 函数 

* 独立 函数 


3.5.1 


对 样 条 函数 进行 操作 的 函数 


样 条 工具 箱 提供 了 表 3.5.1 的 对 样 条 函数 进行 操作 的 函数 。 


1 


fnbrk 
功能 : 
格式 : 


说 明 ; 


表 3. 5.1 对 样 条 函数 进行 操作 的 函数 
| 孙 数 名 | 画 数 功 能 | 
分 解 样 条 函数 
函数 运算 
将 样 条 函数 从 一 种 形式 转化 为 另 一 种 形式 











对 样 条 函数 进行 微分 

对 样 条 函数 进行 积分 
求 样 条 函数 在 某 一 点 的 跳跃 值 
绘图 

评价 一 个 样 条 函数 














out = fnbrk(f part) 

pp= fnbrk (pp, [ab]) 

pp = fnbrk(pp,j) 

fnbrk( 

第 一 种 格式 下 该 函数 返回 样 条 函数 了 中 由 part 指定 的 部 分 ， 样 条 函数 了 既 可 
以 为 B 形式 也 可 以 为 pp 形式 。 当 part 为 字符 串 “form” 时 ， 函 数 返 回 样 条 函 

数 上 的 形式 , 即 函数 + 为 B 形式 还 是 pp 形式 。 当 样 条 函数 f 为 B 形式 时 , part 

可 为 以 下 字符 串 : “knots” 或 “、“coefs”、“number”、“order”、“dim” 和 
“interval  ， 它 们 的 含义 见 spbrk 的 说 明 。 当 样 条 函数 了 为 pp 形式 时 ，part 可 

为 以 下 字符 串 : “breaks”、“coefs”、“pieces” 或 汪 、 “order"、 “dim” 和 
“interval" ， 它 们 的 含义 见 ppbrk 的 说 明 。 当 函 数 f 为 多 变 元 时 ， 则 返回 相 

应 变 元 的 指定 部 分 。 第 二 、 第 三 种 格式 仅 适用 于 pp 形式 的 样 条 函数 ， 分 别 返 

回 样 条 函数 在 区 间 [a b] 内 的 部 分 和 样 条 函数 的 第 j 片 。 第 四 种 格式 下 , 没有 返 
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值 ， 但 是 将 函数 的 各 个 部 分 显示 在 屏幕 上 。 
XXv YY] =titanium? 
Pick=[1 5 11 21 27 29 31 33 35 40 45 49]; 


七 au=XX (Pick); 





台 ] 











Y=YY (Pick); 

n=length (tau) ; 
dl=tau(2)-tau(1);dr=tau(n)-tau(n-1):; 
t+t=[tau(1)-dlx*[2 1] +tau tau(n)+drx[1 2]]; 
sp=spapi=spapi(t,tauvy) 7 

out = fnbrk(sp， rder3? ;7 


2 fncmb 


功能 
格式 


说 明 


举例 : 


: 函数 运算 。 
: 旬 = fcmb(function, matrix) 

名 = fncmb(function, function) 

和 锯 =fncmb(function, matrix, function) 

氏 = fnpcmb(function, matrixl, function, matrix2) 

站 = fcemb(function, op, function) 
: 该 函数 提供 一 种 简单 的 对 样 条 函数 进行 线性 缩放 和 组 合 的 方法 ， 特别 当 样 条 
函数 用 矢量 或 矩阵 表示 时 ， 可 以 对 样 条 函数 进行 简单 的 矩阵 运算 。 第 一 种 格 
式 为 对 一 个 样 条 函数 放大 matrix 倍 : 第 二 种 格式 为 求 两 个 相同 样 条 函数 的 和 : 
第 三 种 格式 是 将 第 一 个 样 条 函数 放大 matrix 倍 后 加 到 第 二 个 样 条 函数 函数 
上 ; 第 四 种 格式 是 分 别 将 第 一 个 样 条 函数 和 第 二 个 样 条 函数 函数 放大 matrixl 
倍 和 matrix2 倍 后 加 到 一 起 ， 第 五 种 格式 中 ，op 可 分 别 为 “+ 一 、 
分 别 代表 求 两 个 样 条 函数 的 和 、 差 、 积 。 
fncmb (fn,3.5) 
fncmb (f, 3,gvr-4) 
fncmb (f, 3,g) ， 其 中 fg 为 样 条 函数 。 














3 fn2fm 


功能 


格式 : 


说 明 


举例 : 


: 将 样 条 函数 从 一 种 形式 转化 为 另 一 种 形式 。 
g= o2fm(P form) 
: 将 样 条 函数 转化 为 字符 串 参 数 form 所 指定 的 形式 。form 可 为 以 下 字符 串 : 
pp 一 一 转化 为 分 段 多 项 式 形 式 ， 
'p' 或 昌 - 一 一 转化 为 B 形式 的 样 条 函数 ， 
bb 上 或 'BB 一 一 转化 为 BB 形式 的 样 条 函数 。 
BB 形式 的 样 条 函数 是 样 条 函数 的 一 种 特殊 情况 , 它 的 节点 序列 中 的 每 一 个 点 
均 为 最 高 重 数 k。 
sSP = fn2fm(SPpline(x,Yy)，'sSP') 

















186 


4 fnder 
功能 : 
格式 : 


说 明 : 


举例 : 


5 fnint 
功能 : 


格式 : 


说 明 : 


举例 : 


6 fnjmp 
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对 样 条 函数 进行 微分 。 

fprime = fder(D) 

fprime = fnder(f dordeD 

函数 返回 样 条 函数 的 第 dorder 阶 微分 ，dorder 的 缺 省 值 为 1。 当 dorder 为 负 
数 时 ， 函 数 返回 以 dorder 的 绝对 值 为 阶 的 样 条 函数 下 的 不 定 积 分 。 输 入 样 条 
函数 为 何 种 形式 , 则 返回 何 种 形式 的 样 条 函数 . 当 输入 样 条 函数 为 m 变 元 时 ， 
dorder 必须 明确 给 出 ， 且 其 长 度 为 m。 

x = sort([[0:10]/10, .03 .07，.93 .97]): 

Y = sort([[0:6]/6, .03 .07，.93 .97]); 

Z = franke(x.'*ones(1,1Length(y)) ,ones (LIength (x)，1)*y)， 
kx = 4; 


ky = 3; 

knotsy = augknt([0, .25, .5, .75,1],ky): 
tsP = 七 spap2 (knotSsX,kxrknotsy,kyrvxryrZ); 
fprime = fnder(tsp, [2,2]) 


对 样 条 函数 进行 积分 。 

intgrf = fnint( 

interf = fnint(f value) 

fnint(f value) 是 指 对 单 变 元 的 样 条 函数 人 的 不 定 积分 ， 并 将 积分 正规 化 ， 使 其 
在 样 条 函数 了 的 基本 区 间 的 左 端点 等 于 指定 的 值 value， 缺 省 情况 下 为 零 ， 并 
且 输 出 所 得 函数 为 与 输入 函数 同样 形式 的 样 条 函数 。 当 对 多 变 元 的 样 条 函数 
了 进行 不 定 积分 时 , 可 以 使 用 fnder(f dordenD,， 其 中 dorder 为 一 个 非 正 的 向 量 。 
[xxv,YYy]=titanium; 

Pick=[1 5 11 21 27 29 31 33 35 40 45 49]; 

七 auU=XX (Pick); 

Y=YY (Pick): 

Dn=Jength (上 tau); 








dl-tau(2)-tau(1) ;dr-tau(n)-tau(n-1); 
t=[tau(1)-dql*[2 1] tau tau(n)+darx*[1 2]]: 
Sp=spapi(t,tauvy) 7 

intgrf = fnint(sp) 7 


功能 : 
格式 : 
说 明 : 


举例 : 


fnplt 
功能 : 


格式 : 


说 明 : 


举例 : 


fnval 
功能 : 
格式 : 
说 明 : 


举例 : 
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求 样 条 函数 在 某 一 点 的 跳跃 值 。 
jumps= 名 jimp(f x) 
函数 返回 样 条 函数 上 + 在 点 x 处 的 右 极限 值 与 左 极限 值 的 差 ， 即 Kx+)-fKx-) 的 
值 ， 并 且 x 不 仅仅 可 以 为 独立 的 点 ， 而 且 可 以 为 一 个 点 的 序列 。 
PP = ppmak(1:4,1:3)， 














fnjmp (PP,1:4); 

xx = cos([4:-1:0]*Pi/4)， 
sp = spmak ((xv,1)，3): 
fnjmp (fndersp,x) 7 





绘图 。 


名 plt( 介 

fnplt(f, argl, arg2, arg3) 

points = fnplt() 

男 数 fnplt 绘 出 样 条 困 数 f 的 图 形 ，arg1、arg2、arg3 三 个 参数 分 别 为 线 宽 
linewidth、 绘 图 区 间 interv 和 伴 式 symbol。 线 宽 linewidth 是 一 个 数值 型 变量 ， 
interv 指定 一 个 绘图 区 间 ， 样 式 symbol 可 以 指定 图 形 的 颜色 、 绘 图 方式 等 ， 
其 具体 内 容 参 见 函数 plot 的 函数 说 明 。 值 得 说 明 的 是 这 三 个 参数 的 出 现 次 序 
为 任意 的 。 当 使 用 该 函数 并 明确 给 出 返回 值 points 时 ， 则 函数 不 画 出 任何 图 
形 ， 而 是 计算 出 Kx) 的 值 存放 于 points 中 。- 

pPP = ppmak(1:4,1:3)， 

















fnplt (PP)， 
fnplt(pp， ? [1 4],3); 
Points = fnplt(pPP) 


评价 一 个 样 条 函数 。 

values = fnval( 人 ff x) 

名 val(Gf x) 返 回 工 所 代表 的 样 条 函数 在 参数 x 所 规定 的 点 的 函数 值 ， 记 为 fo)。 
当 样 条 函数 为 单 变 元 、 输 入 为 参数 x 的 大 小 为 rm, n] 并 且 f 的 目标 为 d 维 时 ， 
得 到 的 输出 矩阵 的 大 小 为 [dsm, n]。 如 果 样 条 函数 了 在 某 一 点 是 不 连续 的 ， 则 
名 val 返回 样 条 函数 了 在 该 点 的 右 极限 值 gx+)， 特 殊 情况 下 ， 即 该 点 为 右 端点 
时 ,返回 左 极限 值 Wx-)。 当 样 条 函数 为 m (m>1) 变 元 时 ， 输 入 参数 x 必须 
包含 mm 个 向 量 ， 例 如 为 一 个 大 小 为 [m， 问 的 矩阵 或 每 个 元 素 均 为 向 量 的 队列 
fxl,…, xm}， 在 第 一 种 情况 下 fnval 返回 样 条 函数 了 在 x 上 的 值 ， 且 为 一 个 大 
小 为 [dsm， 器 的 矩阵 ， 第 二 种 情况 下 返回 值 的 大 小 为 [d，length(x1D…， 
length(Cxm)]。 

PP = ppmak (1:4,1:3)， 
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values = fnval(PP,1:4) 


3.5.2 ”对 节点 进行 操作 的 函数 


样 条 工具 箱 提 供 表 3.5.2 的 对 节点 进行 操作 的 函数 。 


表 3.5.2 ”对 节点 进行 操作 的 函数 





函 数 名 函数 功能 


augknt 





aveknt 





brk2knt 重 贯 节点 序列 





knt2brk 
kntmlt 





mewknt 





optknt 为 插值 提供 优化 的 世 








sorted 关于 某 一 节点 序列 将 另 一 节点 序列 定位 其 中 





1 augknt 
功能 : 扩张 节点 序列 。 
格式 : [augknot, addl] = augknt(knots, Jo 


说 明 


举例 ; 


2 avek 


功能 : 


[augknot addl] = augknt(knots, k, mults) 
: 该 函数 返回 一 个 不 减 的 扩张 的 节点 序列 ， 使 第 一 个 和 最 后 一 个 节点 为 k 重 ， 
并 且 可 选 的 返回 节点 序列 左边 增加 的 节点 个 数 addl， 如 果 k 为 负 值 ， 实 际 上 
可 能 缩短 节点 序列 的 长 度 ， 并 且 使 addl 的 值 为 负 值 。 如 果 给 出 参数 mults， 
且 为 一 个 数量 , 那么 待 扩张 的 节点 序列 的 每 一 个 内 节点 ， 即 不 是 端点 的 节点 ， 
都 将 重复 mults 次 。 如 果 mults 为 一 个 向 量 ， 且 它 的 长 度 等 于 内 节点 的 个 数 ， 
那么 第 j 个 内 节点 将 为 multsj) 重 ;如 果 不 等 ， 则 所 有 的 内 节点 将 为 mults(D) 
重 ， 且 缺 省 值 为 1。 如 果 knots 的 内 节点 是 严格 增长 的 ， 这 就 使 以 augknot 为 
节点 序列 的 k 阶 样 条 函数 在 第 j 个 内 节点 满足 k-multsG) 阶 的 光滑 条 件 。 
一 工人 全 





augknot = augknt (x,3) 
augknot = 
1 1 1 2 3 4 4 4 


augknot = augknt (x,3,2:3) 


augknot = 


nt 
提供 
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格式 : tstar = aveknt(t k) 
说 明 : 该 函数 返回 连续 的 k-1 个 节点 的 平均 值 ， 即 
nx 人- 夺 站 Dr- 1 
且 tstar 序列 可 以 作为 “个 比较 好 的 插值 点 序列 。 
举例 : 上 t -= augknt (breaksvk)7 
x = aveknt (t) 1; 


SP = Spapi( 七 ，x， sin(x) )7 


brk2knt 

功能 : 按 指定 的 重 数 由 一 个 插值 点 序列 产生 一 贯 节点 序列 。 

格式 : knots = brk2knt(breaks, mults) 
[knots, index] = brk2knt(breaks, mults) 

说 明 : 该 函数 返回 的 knots 序列 是 由 breaks 序列 中 的 第 i 个 元 素 出 现 mults(i) 次 构成 
的 ，i=1: length(breaks)。 在 特殊 情况 下 ， 即 mults(i)<0 时 ，breaks(i) 将 不 会 在 
knots 中 出 现 。 如 果 mnults 的 单元 数 不 等 于 序 询 breaks 的 长 度 ， 那 么 令 所 有 的 
mults(D= mults(D)。 如 果 breaks 序列 是 严 恪 增长 的 ， 并 且 所 有 的 mults(D) 均 大 
丁 零 ， 则 index(i) 为 breaksG) 在 knots 序列 中 第 一 次 出 现 的 位 置 。 

举例 : x = 1:3; 
knots = brk2knt (xy,3:5); 
knots = 


二 

: 将 节点 序列 转化 为 插值 点 序列 。 
二 [breaks, mults] = knt2brk(knots) 

说 明 : 该 函数 功能 与 brk2knt 相反 ， 将 节点 序列 knots 中 重复 的 节点 去 掉 ， 然 后 将 结 
果 以 严格 递增 次 序 存放 于 序列 breaks 中 , 即 序列 breaks 中 的 任何 点 均 为 一 重 。 
所 breaks(D) 在 节点 序列 knots 中 出 坝 的 次 数 ， 即 重 数 。 

举例 : knots = [0 0 1 1 15 5 66699]; 

[breaks,mults] = knt2brk (knots); 
返回 值 为 

brcaks - [01569] 

和 2 





隆 

















knt2mlt 

功能 : 返回 节点 序列 重 数 。 

格式 : [m, 匡 =knt2mlt(bD 

说 明 : 该 函数 返回 节点 序列 t 的 重 数 m 和 排序 后 的 节点 序列 t。 
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举例 x = [123313]; 
[mt 上 ] = knt2mlt (x); 
返回 值 为 
m= [01I10012]; 
六 

newknt 

功能 : 改进 插值 点 序列 的 分 布 

格式 : newbreaks = newknt(pp.newl) 

[newbreaks, distfn] = newknt(pp, newl) 

说 明 : 该 函数 返回 一 个 更 加 合理 分 布 的 插值 点 序列 ， 它 在 pp 所 表示 的 样 条 函数 的 基 
本 区 间 上 将 样 条 函数 重新 划分 为 newl 段 , 并 给 出 新 的 插值 点 序列 newbreaks， 
在 第 二 种 格式 下 还 给 出 新 的 pp 形式 的 线性 单调 的 样 条 函数 distfmh， 且 要 求 
distfn 的 高 阶 导数 是 等 分 布 的 ， 并 且 前 面 的 划分 也 是 在 这 样 一 种 意义 下 进行 
的 。 该 函数 的 意图 是 得 到 一 个 更 好 的 插值 点 序列 来 更 好 地 逼近 pp 所 表示 的 样 
条 困 数 ，pp 是 一 个 大 致 的 逼近 ， 且 认为 它 包 含 足够 的 信息 。 

举例 : t = linspace(X(1)，X(end),M+l); 
knots = augknt (tvK); 
sp - spap2(knotsyKi XiY); 
breaks - newknt (spyM)， 
sp = spap2 (augknt (breaksv,K) ,K, XiY) - 

optknt 

功能 : 为 插值 提供 优化 的 节点 序列 。 

格式 : knots = optknt(tau, kg) 

说 明 : 该 函数 按照 MicchelliyRivlin/Winograd 和 Gaffney/Powell 优化 恢复 理论 返回 由 
节点 序列 tau 所 确定 的 k 阶 样 条 函数 sm 的 最 佳 差 值 点 序列 ts 

举例 : sp = spapi(augknt([x([1 end]) optknt (x,k)],k),x,y); 

sorted 

功能 : 关于 某 一 节点 序列 将 另 一 节点 序列 定位 其 中 。 

格式 : pointer = sortecd(meshpoints, points) 

说 明 : 该 函数 首先 将 meshpoints 和 points 两 个 节点 序列 按 不 减 顺 序 排 序 ， 然 后 将 序 
列 points 中 的 第 i 个 节点 pointsGD) 插 入 到 序列 meshpoints 中 的 第 j 个 节点 
meshpointsG) 的 后 面 ， 满 足 条 件 meshpoints(index0)) 和 .pointsd) < 
meshpoints(index(i)+1)， 且 得 到 pointer(D) =j， 其 中 i= 1: length(points)。 

举例 : x = [8 4 6 3]; 
y= [3591]; 


3.5.3 
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Pointer = Sorted(x，Y); 
返回 值 为 
pointer = [0 1 2 4]。 


独立 函数 


样 条 工具 箱 提供 了 以 下 独立 函数 ( 见 表 3.5.3)。 


1 


表 3.5.3 独立 函数 


slvblk 求解 “个 类 块 对 角 怎 阵 的 线性 系统 
bkbrk 返回 块 对 角 和 矩阵 的 细节 








franke Franke 的 双 变 元 测试 函数 
subplus 取 止 函数 
itanium 测试 数据 

















slvblk 
功能 : 求解 一 个 类 块 对 角 和 矩阵 的 线性 系统 。 
格式 : xX= slvblk(blokmat, b) 
X=Sslvblk(blokmat,b, w) 
说 明 : slvblk(blokmat, b) 返 回 线性 系统 Ax =b 的 解 ，A 存放 于 blokmat 中 。 如 果 方 程 
组 是 赵 定 的 ， 例 如 方程 个 数 大 寺 未 知 数 的 个 数 ， 则 返回 最 小 方差 意义 下 的 解 ， 
在 这 种 情况 下 ， 可 以 给 出 可 选 参数 w 确保 解 X， 使 
sum_ j WO”((A*X-B)O) )2 
为 最 小 。 
举例 : sp-spmak (knots,slvblk (spcol (knotsvkvxr1)vy.0)) 
bkbrk 
功能 : 返回 类 块 对 角 抑 阵 的 细节 。 
格式 : [nb, rows, ncols, last, blocks] = bkbrk(blokmat) 
bkbrk(blokmat) 
说 明 : 该 函数 是 slvblk 中 使 用 的 一 个 工具 ， 返 回 包含 在 blokmat 中 的 类 块 对 角 和 矩阵 
的 细节 信息 。 
举例 : bkbrk (spcol([1:6],3,.1+[2:4]，'s1')); 
返回 值 为 
block 1 has 2 row(S) 
0.5900 0.0050 0 


0.4050 0.5900 0.0050 


next block is shifted over 1 column(s) 


block 2 has 1 row(s) 
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0.4050 0.5900 
next block is shifted over 2 column(s) 


3 franke 

功能 : Franke 的 双 变 元 测试 函数 。 

格式 : values =- franke(x, y) 

说 明 : 返回 Franke 测试 函数 fx, y) 的 数据 。 其 原理 如 下 : 

values = .75*exp(-((9*x-2) ^2 + (9*y-2) ^2J/4) 十 

.75+exp(- ((9*x+1).^2)/49 - (9*y+1)]/10) + … 
.5sexp(_ ((9*x-7).A2 + (9*y-3)A2J14) - 
.2#exp(- (9*X-4).^2 - (9*y-7).^2); 

举例 : values = franke (xyy) 


4 subplus 
功能 : 取 正 函数 。 
格式 : yY= subplus(x) 


XXXZ0 


说 明 : y =subplus(x) := (x)_ 全 } 飞 本 
, 工 


5 titanium 
功能 : 测试 数据 - 
格式 : [x,y]=titanium 
说 明 : 返回 测试 数据 ， 所 得 如 下 : 
X=585+[1:49]*10; 
y=[.644 .622 .638 .649 .652 .639 .646 .657 .652 .655 
.644 .663 .663 .668 .676 .676 .686 .679 .678 .683 
.694 .699 .710 .730 .763 .812 .907 1.044 1.336 1.881]; 
y-[y… 
2.169 2.075 1.598 1.211 .916 .746 .672 .627 .615 .607 
.606 .609 .603 .601 .603 .601 .6l1 .601 .608]; 
举例 : x = titaniums 


[xvy] = 上 titaniums 
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3.6 举 例 


为 了 更 好 地 了 解 Matlab 中 样 条 工具 箱 的 原理 和 应 用 ， 本 节 给 出 两 个 具体 的 例子 ， 供 读 
者 参考 。 


3.6.1 使 用 张 量 积 样 条 函数 对 多 变 元 函数 的 近似 法 





因为 样 条 工具 箱 能 够 处 理 具 有 向 量 参数 的 样 条 函数 , 所 以 它 能 容易 地 通过 张 量 积 样 条 函 
数 对 网 格 点 数据 进行 插值 和 逼近 。 下 面 例子 中 将 详细 地 解释 ， 同 时 读者 可 以 参见 工具 箱 提供 
的 演示 程序 tstpdem。 
必须 明确 , 大 部 分 的 张 量 积 样 条 函数 对 网 格 点 数据 的 逼近 可 以 直接 由 工具 箱 提供 的 样 条 
函数 的 创建 命令 得 到 (比如 spapi 和 csape 命令 )， 而 不 用 关心 在 本 例子 中 所 讨论 的 具体 细节 。 
更 确切 地 说 ， 这 个 例子 的 含义 是 解释 创建 张 量 积 样 条 函数 背后 的 理论 ， 这 些 内容 将 有 助 于 理 
解 工具 箱 中 创建 命令 没有 覆盖 到 的 部 分 。 

考虑 对 给 定数 据 zi j) = Kx(i), y0),i= 1、…、Nx,j= 1、…、Ny 的 最 小 方差 过 近 。 我 
们 通过 工具 箱 中 的 Franke 命令 米 得 到 数据 。 为 了 更 好 地 解释 ， 我 们 人 在 x 方向 和 y 方向 选择 
更 多 的 数据 点 ， 并 在 端点 附近 使 数据 点 更 加 密集 。 令 

x= sort([[0:10]/10,.03 .07，.-93 -97]); 

yy 一 -sort([I0:6]76， -03 .071 .93 .97]); 
得 到 

[yy, xx] = meshgrid(y,x) : 

















2Z = franke (XXx,YY)， 

认为 这 些 数据 来 自 以 向 量 为 值 的 函数 ， 即 对 于 所 有 的 j,，y 的 函数 在 yG) 处 的 值 为 向 量 
2z(:j)。 没 有 特殊 的 原因 ， 我 们 选择 抛物 线 样 条 函数 来 禹 近 函数 z>， 并 选择 三 个 均匀 分 布 的 内 
节点 。 这 样 就 意味 着 确定 了 样 条 函数 的 阶 数 和 节点 序列 : 

ky = 3; 

knotsy = augknt ([0, .25, .5, .75,1],ky); 
然后 利用 命令 spap2 来 构造 在 最 小 方差 意义 下 逼近 以 上 数据 的 样 条 : 

SP = Spap2(knotsyvkyvyvz); 

实际 上 ， 我 们 通过 Semory 同时 通 近 了 x 方向 上 离散 的 Nx 个 数据 ， 即 


(O()zG 祝 =LA,Nx 


特别 对 于 以 下 命令 
yy = [-.1:.05:1.1]， 
vals = fnval(sp,yy): 
返回 的 阵列 vals， 它 的 列 vals(:, ) 是 样 条 曲线 sp 在 点 yyG) 处 的 值 ， 它 的 元 素 vals(Gi, ) 相 当 于 
对 函数 f 在 网 格 点 (x(i, yyG)) 的 函数 值 fx(i), yyG)) 的 近似 。 这 在 用 如 下 命令 得 到 的 图 形 〈 图 














194 Matlab 工具 箱 应 用 指南 一 应 用 数学 篇 
3.6.1) 中 非常 明显 ; 

mesh (xyyvVals.'); 

View(150, 50) 





图 3.6.1 ”一 艾 光 滑 曲 线 拼 成 的 表面 


注意 ， 命 令 mcsh 中 用 的 是 vals."， 为 vals 的 转 置 ， 这 是 由 于 Matlab 自身 作 图 视角 的 需 
要 .。 在 前 面 得 到 的 z 和 vals 是 按 标准 的 逼近 理论 排列 的 ， 即 不 同 的 行 代表 不 同 的 x， 而 mesh 
和 surf 等 命令 却 不 同 ， 它 们 以 不 同 的 行 代表 不 同 的 y。 这 一 点 一 定 要 注意 ， 有 可 能 引起 严重 
的 错误 。 

注意 到 图 3.6.1 中 ， 任 意 一 条 光滑 曲线 的 起 始 两 点 和 最 后 两 点 的 实际 值 为 零 ， 这 是 因为 
节点 序列 yy 的 起 始 两 点 和 最 后 两 点 在 样 条 sp 的 基本 区 间 之 外 。 再 注意 到 曲线 的 隆 冰 ， 使 我 
们 确信 ， 绘 出 的 曲线 只 在 一 个 方向 上 是 光滑 的 。 

为 了 得 到 实际 的 表面 ， 我 们 必须 更 深入 一 步 。 考 虑 sp 所 表示 的 样 条 函数 的 参数 阵列 


coefsy 








coefsy = fnbrk(sp,'c'); 
理论 上 可 将 样 条 肯 数 sp 看 成 困 数 


?一 2 coey( Bi 人 7) 


其 中 参数 行 向 量 coefsy(c, :) 的 第 i 个 元 素 coefsy(c D 对 应 于 x(D)( 对 于 所 有 的 D)。 这 就 意味 着 对 
于 参数 阵列 coefsy 的 每 一 个 行 向 量 coefsy(r，:) 有 一 个 同样 阶 数 kx 和 同样 节点 序列 knotsx 的 
样 条 函数 在 逼近 。 同样 没有 任何 特殊 的 原因 ,这 次 我 们 选择 有 四 个 均匀 分 布 内 节点 的 三 次 样 
条 函数 ， 如 下 列 命令 : 

kx = 4; 

knotsx = augknt ([0:.2:1],kx):; 

SpP2 = Spap2 (knotSsx,kx,Xx,Ccoefsy.'): 
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注意 到 spap2(knotsk,x,fx) 期 望 多 (:,j) 是 xG) 处 的 数据 ,， 即 期 望 低 的 每 一 列 是 一 个 函数 的 
值 。 因 为 需要 让 coefsy(c :) 和 x(D 配 合 ,所 以 必须 将 coefsy 进行 转 置 。 
现在 考虑 作为 结果 的 样 条 sp2 的 转 置 后 的 参数 阵列 coefs 为 
Coefs = fnbrk(Sp2，'c') . 


它 提供 了 二 元 样 条 函数 


人 人 之 志 coeh(g,7)BoeCo)se 人 7) 
对 初始 数据 
GO 一 ze 六 


的 逼近 。 为 了 绘 出 样 条 函数 的 图 形 ， 取 网 格 为 
xV = [0:.025:1]; 
YvV = [0:.025:1]; 
执行 以 下 命令 
Values = SPpcol (knotsx,kx,xV)*coefs*SPcol (knotsy,kyvyV) .'; 
mesh (xv,YyYVvvalues-'); 
View(150,50); 
得 到 图 形 3.6.2。 





图 3.62 样 条 函数 对 Franke's 函数 的 逼近 


这 非常 有 意义 ,因为 矩阵 spcol(knotsx, kx, xv) 的 第 (i, 9) 个 元 素 等 于 第 q 个 以 knotsx 为 节 
点 序列 的 kx 阶 B 样 条 函数 BouGCxr(D) 在 rwG) 处 的 值 。 既 然 矩阵 spcol(knotsx, kx, xv) 和 和 抢 阵 
spcol(knotsy ky，yv) 被 结合 在 一 起 ， 那 么 利用 名 val 计算 也 许 会 更 加 有 效 (虽然 可 能 花费 更 多 
的 内 在 ): 
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Value2 = fnval (SPmak (knotsx， ..- 
fnval (spmak (knotsy coefs)，Yv) .')v，xV) .4; 
事实 上 这 就 tnval 直 接 被 一 个 张 量 积 样 条 函数 所 调用 时 ， 即 
Value2 = fnval (SPmak ({knotSsx,knotsylv,coefs),{xvvyV}j); 
内 部 所 发 生 的 。 
接 下 来 计算 相对 误差 ， 也 就 是 给 定数 据 和 由 近似 法 所 得 的 值 之 间 的 差别 ， 可 以 按 以 下 方 
式 求 得 : 


errors = z - spcol (knotsx,kxv,x)*xcoefs*spcol (knotsyvky,y)-'; 





disp( max (max(abs (errors)))/max (max(abs(z))) ) 
0.0539 
这 也 许 不 能 令 人 信服 。 另 一 方面 ， 我 们 用 一 个 大 小 为 
disp(size(coefs)) 
8 6 
的 参数 阵列 来 拟 合 大 小 为 
Qisp(size(z) ) 
3 寺 
的 数据 阵列 。 这 里 使 用 的 方法 看 起 来 是 不 太 合理 的 : 因为 我 们 首先 考虑 z 是 以 向 量 为 函数 值 
的 变量 y 的 函数 ， 然 后 用 得 到 的 近似 曲线 的 参数 窍 阵 作为 以 向 量 为 函数 值 的 变量 x 函 数 。 如 果 
反 过 来 会 发 生 什 么 呢 ， 也 就 是 说 先 考虑 x 后 考虑 发 生 什 么 ? 答案 是 令 人 惊奇 的 ， 最 终结 果 大 
致 不 变 。 下 面 是 一 个 数值 实验 。 
首先 , 我 们 用 样 条 曲线 来 拟 合 数据 , 但 是 这 一 次 以 x 为 独立 变量 , 这 样 z 的 行 成 为 数据 点 。 
相应 地 必须 将 z 转 置 后 才能 用 于 spap2， 即 
SPb = spap2 (knotsx,kxvxrz.'); 
得 到 对 所 有 曲线 (x; z(:, 访 近似 的 样 条 spb。 通 过 命令 
Valsb = fnval(spb,xv) .'; 
和 矩阵 valsb， 它 的 元 素 valsb(i,j) 可 被 视 为 fxv(i, yG)) 的 近似 值 。 执 行 如 下 命令 
mesh (xV,YyvValsb.'); 
View(150,50) 
得 到 图 彤 3.6.3。 
注意 到 曲线 的 隆 冰 ， 再 次 使 我 们 确信 ， 绘 出 的 曲线 只 在 一 个 方向 上 是 光滑 的 ， 只 不 过 这 
次 换 了 一 个 方向 。 
为 了 得 到 实际 的 表面 ， 我 们 更 进一步 。 首 先 用 如 下 命令 分 解 出 样 条 spb 的 系数 阵列 
cocfsx - fnbrk (sPb，"c'); 
然后 对 该 系数 阵列 的 每 一 个 行 向 量 coefsx(c :) 用 同样 阶 数 ky 和 同样 节点 序列 knotsy 的 样 条 函 
数 去 拟 合 ,得 


Spb2 = spap2(knotsy,kyvyrcoefsx-.'); 
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图 3.6.3 另 一 能 光滑 曲线 拼 成 的 表面 


同样 ， 这 里 需要 将 coefsx 进 行 转 置 。 相 对 地 ， 不 需要 将 作为 结果 的 曲线 的 参数 阵 询 coefsb 进 
行 转 置 ， 得 
Coefsb = fnbrk(SsSPb2，'c'): 
将 其 与 前 面 得 到 的 cocfs 比 较 : 
qisp( max(max(abs (coefs - coefsb))) ) 
4433e-5 
由 此 可 以 看 出 二 者 是 大 致 相等 的 。 证 明 如 下 : 
包含 在 sp = spap2(knots, k, x, y) 中 的 样 条 函数 s 的 系数 阵列 c 线 性 的 依靠 纵 坐标 y。 这 就 意 
味 着 存在 这 样 一 些 矩 阵 ， 使 


和 = Auomex， 





二 二 光 本 油 ， 对 于 所 有 的 数据 y 


Wanors sx 


这 个 陈述 在 是 一 个 宅 阵 时 仍然 成 立 。 假 设 size(y) = [d,m]， 在 这 种 情况 卜 ，y 的 任何 一 列 数据 
y(C,j 可 被 看 为 d 维 空间 的 一 个 点 ， 并 且 作 为 结果 的 样 条 函数 的 值 是 4 维 问 量 ， 且 系数 阵列 
的 大 小 为 [d,n]， 其 中 mn = length(knots)-k。 
特别 在 双 变 元 时 ， 应 用 第 一 种 计算 方法 ， 首 先 计算 y 方 向 。 下 列 命令 
sP - spap2 (knotsyvkyvyvz); 





coefsy =fnpbrk (spv'c'); 
为 我 们 提供 了 系数 阵列 coefsy， 且 使 之 满足 


coefsy =Z*A， 


no 


接 下 来 计算 


SP2 = Spap2(knotSsx,kx,Xxx,Ccoefsy.'); 
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coefs = fnbrk(sp2，'c') .5; 


产生 系数 阵列 coefs， 且 使 之 满足 
506 氏 =(Z* Airy ] east =(Aaousx ) 二 2 二 人 ur 


再 应 用 第 二 种 计算 方法 ， 首 先 计 算 x 方 向 。 下 列 命令 
spPb = spap2 (knotsxv,kxvxvz.'); 
coefsx = fnbrk(spb,'c'); 


为 我 们 提供 了 系数 阵列 coefsy， 且 使 之 满足 


志 症 痢 
coefSx 一 一 * Aboreckcr 


接 下 来 计算 
Spb2 = spap2(knotsy，ky，Y，coefsx.'); 
coefsb = fnbrk(spb,'c'); 

得 到 


(4 


Monorsruke 


大 二 生 宛 下 肖 


coefsb = coefsx.* A noreybyy 


onoreykyy 一 


这 伴 就 可 以 得 到 coefs = coefsb。 证 明 完 毕 。 

由 上 面 的 证 明 过 程 可 知 第 二 种 方法 比 第 一 种 方法 更 具 对 称 性 。 因为 在 第 二 种 方法 中 每 次 
调用 spap2 都 需要 进行 转 置 ， 并 且 其 他 地 方 不 再 需要 ， 而 且 这 种 方法 可 以 推广 到 任意 个 数 变 
元 的 网 格 点 数据 。 比 如 给 定 一 个 大 小 为 [Nx, Ny, Nz] 的 三 维 数 据点 v， 且 

V(ivjrk) = 荆 (x(i)vy(])vz(k)) 
那么 我 们 应 从 
coefs = reshape(vNX,NY*NZ) 
开始 。 假 定 mj = knotsj-kj, 对 于 j = x,y z， 按 如 下 过 程 进行 : 
SP = Spap2 (knotsxvkxv,xrcoefs.'): 





coefs = reshape (fnbrk(sp, 'c'),NY,NzZ nx) ; 
SP = spap2(knotsy,ky,yvcoefs.'); 
coefs = reshape (fnbrk(sp, 'c'),Nz,nx ny); 
SP = spPap2(knotsz,kzvzvrcoefs.'); 
coefs = reshape (fnbrk (sp, 'c'),nx,ny nz); 
以 上 方法 就 是 当 函 数 csapi、sape、spapi、spaps、spap2 拟 合 网 格 点 数据 时 使 用 的 方法 ， 
同样 也 是 fnval 在 评价 张 量 积 样 条 时 使 用 的 方法 。 


3.6.2 ”Chebysheyv 样 条 函数 的 构造 


Chebyshev 样 条 函数 C = C， = C，，, 是 以 天 (fi=1.wa+ 有 为 节点 序列 的 大 阶 样 条 函数 ， 它 
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的 最 大 范 数 为 1， 并 且 在 区 间 [txetsj] 内 振荡 ， 且 其 函数 值 在 b+y 附近 为 正 。 这 就 意味 着 存在 
一 个 严格 递增 的 半 元 序列 r, 使 由 C( ri 六 (-D 呈 给 定 的 函数 C=C，ESkr 在 区 间 [xsw+j] 上 最 大 
范 数 为 1。 由 此 可 以 知道 z7 = 大 rn 一 pt 和 号 Ti< tri 实际 上 对 于 所 有 i 存 在 加 < Ti< Near。 
简 而 言 之 ，Chebyshev 样 条 函数 C 与 Chebyshev 多 项 式 相 似 ， 懂 行 同样 的 功能 。 在 这 个 例子 
中 ， 我 们 通过 个 特定 的 节点 序列 t 来 构造 Chebyshev 样 条 C。 
由 于 使 用 三 次 样 条 ， 则 阶 数 

k=4 
插值 点 序列 如 下 : 

brzreakxks = 一 [0 1 1I.1355.577.1 7.2 8]: 

1pP1 = length (breaks): 
由 此 可 以 构造 节点 序列 t 为 

t = breaks ([ones (1,k) 2: (1P1-1) 1PL1*ones (1,k)]); 
它 还 可 以 用 以 下 命令 得 到 : 

t = augknt (breaksvk); 
则 自由 度 为 

n = length(t) ? k; 
使 用 节点 的 均值 








(at+A+tea/ 人 -1 


为 对 序列 的 初始 估计 ， 并 将 序列 * 作为 较 好 的 插值 点 使 用 。 其 可 以 由 命令 aveknt 得 到 ， 
tau = aveknt (tvk): 


画 出 对 C 第 一 次 近似 的 样 条 函数 c 的 图 形 (图 3.6.4)，e 对 所 有 的 i 满足 c( rD=(CD77 








| 1 | | | ] 


总 1 E 1 1 











0 1 2 3 4 5 6 了 8 


图 3.6.4 对 Chebyshev 样 条 的 第 一 次 近似 


b = (-ones (1l,n)).^[n?:?:0]7 
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C = spapi(tvtaurb) 7 
fnplt(c,， "3?") 
GridQ 
从 这 次 近似 开始 ， 我 们 使 用 Remez 算法 产生 一 系列 的 样 条 向 C' 会 聚 。 这 意味 着 我 们 将 
以 当前 近似 的 e 的 极 值 来 构造 新 的 序列 =， 然 后 再 次 向 C 逼近 。 
我 们 使 用 e 的 一 阶 微分 De 的 零点 作为 新 的 ri。 首先 对 e 进行 微分 
cp = fnder(c); 
然后 取 De 的 控制 多 边 形 的 零点 作为 对 De 零点 的 第 一 次 推测 。 为 了 达到 以 上 目的 ， 必 
须 分 解 样 条 cp: 
[knots，coefs，np，kp] = spbrk(cp): 
控制 多 边 形 有 极点 (tstar(i), coefs(i))， 其 中 tstar 是 样 条 函数 的 节点 序列 的 平均 值 ， 表 示 为 
七 Star=aVeknt (knotsv,kp); 
下 面 就 是 样 条 cp 的 控制 多 边 形 的 零点 : 
npP=[1:nP-1]7 
guess=tstar (nPP) - coefs (nPP) .*... 
(diftf(tstar) ./diff(coefs))7 
这 伴 就 提供 了 对 实际 零点 的 一 组 很 好 的 推测 点 。 
将 lau 和 上 面 的 推测 作为 我 们 的 第 一 次 近似 ， 对 估计 的 De 的 零点 通过 两 步 正 割 法 进行 
改进 。 首 先 ， 在 两 组 点 集 上 对 De 进行 评价 ; 
points -= tau(ones(4,1)v，2:n-1)， 
points(1,:) = guess: 
values = zeros (4,n-2) : 
values (1:2,:) = reshape (fnval(cp,pPoints(1:2,:))，2,n-1): 
接 下 来 使 用 两 步 正 割 法 。 为 了 防止 函数 被 零 除 ， 我 们 令 函 数值 不 同 于 1。 因 为 De 在 points 
附近 是 严格 递增 的 ， 所 以 这 是 无 害 的 。 
for j=2:3 
rows=[j,j-l1]; 
cpd=diff(values (rows,:)); 
cpd(find(cpd==0)) = 1; 
Points(j+l,:) = points(j,:)... 
- values(j,:).*(diff(Points (rows,:))./cpd): 
values (j+l，:) = fnval(cPrPoints(j+l,:)); 
end 
再 执行 命令 
max (abs (Values.')) 
得 到 
ans = 
4.1176 5.7789 0.4644 0.1178 
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这 个 答案 表明 结果 已 经 有 所 改进 。 现 在 我 们 用 这 些 新 的 点 作为 构造 新 的 节点 tau 
tau = [tau(1) Points(4, :) tau(n)]; 
然后 计算 极 值得 
extremes = abs(fnval(c，tLau) ): 
且 extremes 中 最 大 元 素 和 最 小 元 素 之 间 的 差别 : 
max (extremes) -min (extremes) 
ans = 0.6905 
是 我 们 离 总 水 平 有 多 远 的 估计 - 
按照 新 选择 的 节点 序列 tau 构造 一 个 新 的 样 条 函数 并 且 将 所 得 样 条 函数 的 图 形 画 在 旧 图 
上 得 图 3.6.5。 
cC = spapi(t,tauvb): 
points = sort([tau [0:100]*(t(n+l)-t(k))/100])， 
values = fnval(c,points); 
hold ony， 
Plot (Points,values) 


二 





币 |ez 





0.5 

















| | 
上 
2 了 站 


图 3.6.5 一 个 更 接近 水 平 的 样 条 





如 果 仍 不 够 接近 ， 那 么 只 和 需 继 续 这 个 循环 即 可 。 就 这 个 例子 来 说 ， 下 一 步 达 代 就 可 以 得 
到 精确 的 结果 。 
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第 4 章 ” 优化 工具 箱 


(Optimization Toolbox Ver 5.0) 


优化 理论 是 一 门 实践 性 很 强 的 学 科 。 它 被 广泛 应 用 于 生产 管理 、 军 事 指 挥 和 科学 试验 等 
各 种 领域 ， 如 工程 设计 中 的 最 优 设计 ， 军 事 指挥 中 的 最 优 火 力 配置 问题 等 。 优 化 理论 和 方法 
奠基 于 20 世纪 50 年 代 。 在 二 战 期 间 ， 由 于 军事 上 的 需要 ， 提 出 并 解决 了 大 量 的 优化 问题 。 
但 作为 一 门 新 兴学 科 ， 则 是 在 GB.Dantzig 提出 求解 线性 规划 问题 的 单纯 形 法 (1947)， 
H.WKuhnh 和 A.W.Tucker 提出 非 线性 规划 基本 定理 (195D) 以 及 R.Bellman 提出 动态 规划 的 最 
优化 原理 (1951) 以 后 。 之 后 ， 借 助 于 计算 机 的 发 展 ， 优 化 理论 得 到 了 飞速 的 发 展 ， 至 今 已 形 
成 具有 多 分 支 的 综合 学 科 。 其 主要 分 支 有 : 线性 规划 、 非 线性 规划 、 动 态 规划 、 图 论 与 网 络 、 
对 策 论 、 决 策 论 等 。 








4.1 优化 工具 箱 简介 


Matlab 的 优化 工具 箱 提供 了 对 各 种 优化 问题 的 一 个 完整 的 解决 方案 - 其 内 容 涵 盖 线 性 规 
划 , 二 次 规划 、 非 线性 规划 、 最 小 二 乘 问题 、 非 线性 方程 求解 、 多 目标 决策 、 最 小 最 大 问题 、 
以 及 半 无 限 问题 等 的 优化 问题 。 其 简洁 的 函数 表达 、 多 种 优化 算法 的 任意 选择 、 对 算法 参数 
的 自由 设置 ， 可 使 用 户 方便 灵活 地 使 用 优化 函数 。 

简单 地 ， 可 以 将 优化 工具 箱 中 的 函数 分 为 以 下 4 类， 见 表 4.1.1 一 表 4.1.4。 

1 求 极 小 值 


表 4.1.1 优化 函 教 列表 


ET 可 本 光 目 村 优化 问题 
Cons 求解 约束 非 线性 优化 问题 
Ti 求解 标量 非 线性 优化 问题 
fminu,fmins 求解 无 约束 非 线性 优化 问题 
四 求解 线性 规划 

mi 求解 最 小 最 大 

加 

semi 求解 于 无 限 问题 


























2 解 方程 
表 4.1.2， 方 程 求解 函 雪 列 表 
| 画 数 名 |L 功能 | 
\ 线性 方程 求解 
fsolve 非 线性 方程 求解 
fzero 标量 非 线性 方程 求解 
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3 ”最 小 二 乘 问题 


表 4.1.3 ”最 小 二 乘 函 数列 表 


求解 线性 约束 最 小 二 乘 最 优 问题 
Curvefit 非 线性 数据 拟 合 
eastsq 求解 非 线性 最 小 二 乖 量 优 问 题 
nnls 求解 非 负 约束 最 小 二 乘 最 优 问题 














4 优化 函数 控制 
表 4.1.4 ”优化 控制 函数 列表 


ER 


4.2 优化 工具 箱 基础 


4.2.1 一 个 简单 的 例子 


例 1 考虑 如 下 优化 问题 
目标 函数 


min 太 (z) 二 2 (4 十 2 好 二 42 十 22 十 1) 
大 


约束 方程 
区 汐 寺 着 二 的 的 2 
国友 垃 -10 
为 了 求解 该 优化 问题 ， 必 须 首先 编写 一 个 能 够 返回 函数 值 的 M 文件 ， 将 函数 表达 式 写 
入 ， 然 后 调用 有 约束 非 线 性 优化 函数 constr， 由 于 优化 函数 要 求 约束 方程 具有 CCD 入 0 的 形 
式 ， 因 此 必须 将 约束 方程 规范 化 ， 进 行 预 处 理 。 
规范 化 后 约束 方程 



















y 


交 和 二 的 本 区 人 


-2 一 10<0 
求解 过 程 
第 一 步 : 为 目标 函数 即 约束 方程 编写 M 文件 一 fun.m 
function [frg] = fun(x) 


上 一 exp(x(1))*(4xx(1)^2+2xx(2)^2+4xx(1)*x(2)+2xx(2)+1)7 
g(1l,1) = 1.5 + x(1)*x(2) -x(1) -x(2); % 约束 
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g(2,1) = -(1)*x(2) -10; 
第 二 步 : 在 命令 窗口 调用 有 约束 非 线性 优化 函数 constr 
x0 = [-1,1]; 多 设置 初始 解 向 量 
X = Constr( un? xX0) 
经 过 29 次 函数 调用 后 ， 得 到 如 下 结果 : 
9.5474 1.0474 
极 值 点 处 的 函数 值 和 约束 条 件 的 值 为 : 
f,g]l = fun(x) 


[ 

兴 
0.0236 
g = 
1.0e-15* 
0.8882 

0 


可 见 ， 使 用 Matlab 的 优化 工具 箱 解决 优化 问题 简洁 、 明 了 ， 用 户 完 全 吓 将 精力 集中 二 
需要 解决 的 问题 ， 而 不 需 考虑 各 种 优化 算法 的 具体 实现 。 





4.2.2 ”约束 方程 的 规范 化 


由 于 Matlab 的 优化 工具 箱 仅仅 支持 形 如 GCCO) 入 0 的 约束 方程 形式 以 及 变量 的 上 下 界 约 
束 。 因 此 ， 对 于 非 规范 型 的 约束 方程 ， 必 须 进行 变换 。 
对 二 形 如 89D=0 的 约束 ， 可 以 将 其 等 价 为 -8K90 入 0。 例如 上 例 中 的 约束 


冯 交 六 关押 


规范 化 为 


-xxa-10<0 


对 于 等 式 约束 ，Matlab 要 求 必须 将 等 式 约 束 方 程 置 于 约束 变量 g 的 前 几 个 元 素 中 , 并 在 
优化 参数 设置 选项 options 向 量 中 设置 options(13) 为 等 式 约束 方程 的 个 数 。 对 于 options 向 量 
的 详细 用 法 见 下 节 。 

例 2 仍 以 例 1 的 优化 问题 为 例 ， 并 加 入 以 下 等 式 约束 








国 +o =] 
将 其 改 为 规范 等 式 约束 
省 主格 二 1 和 


求解 过 程 


第 4 章 优化 工具 箱 205 





第 一 步 : 为 目标 函数 即 约束 方程 编 与 M 文件 一 fun.m 

function [f,g] = fun(x) 

工 = exp(x(1))*(4*x(1) “2+2*x(2) “2+4*x(1)*x(2)+2*x(2)+1)7 
g(1) - x(1)+x(2)-17 名 首先 足 等 式 约 束 

g(2) = 1.5+x(1)*x(2)-x(1)-x(2)7 % 不 等 式 约束 

g(3) = -x(1)*x(2)-10; 

第 二 步 : 在 命令 窗口 调用 有 约束 非 线 性 优化 函数 constr 

x0 = [-1,1]7 %% 设置 初始 解 向 量 

options (13) = 1; % 有 一 个 等 式 约 束 

X = constr( un? x0,options) 


经 过 22 次 函数 调用 后 ， 得 到 如 下 结果 : 


x = 
2.7016 3.7016 

极 值 点 处 的 函数 值 和 约束 条 件 的 值 为 : 
[fg] = fun(x) 

上 = 

1.6775 

g = 


0.0000 -9.5000 0.0000 

对 于 变量 的 上 下 界 约束 , Matlah 通过 优化 函数 的 有 界 语法 调用 来 实现 . 例如 , 对 于 constr 
函数 ， 其 有 界 语法 调用 格式 为 

X = constr( un? x0,options,vlb,vub); 

该 调用 将 x 限制 在 vIb 和 x 和 vub。 

例 3 仍 以 例 1 的 优化 问题 为 例 ， 并 将 x 限制 为 大 于 等 于 0。 

第 一 步 : 为 目标 函数 即 约束 方程 编写 M 文件 一 fun.m 














与 例 1 相同 。 

第 二 步 : 在 命令 窗口 调用 有 约束 非 线 性 优化 函数 constr 
x0 = [-1,1]7 色 设置 初始 解 向 量 
options = []; 多 使 用 缺 省 设置 

vlb = [0,0]7 色 设置 下 界 约束 

vub = []; 印 无 上 界 约 束 

x = constr( un? x0,options,vlbvvub) 
经 过 10 次 函数 调用 后 ， 得 到 如 下 结果 : 

半 喜 

0 1.5000 

极 值 点 处 的 函数 值 和 约束 条 件 的 值 为 : 

[f,g] = fun(x) 

于 = 


8.5000 


2 Matlab 工具 箱 应 用 指南 一 应 用 数学 篇 


10 
在 该 例 中 ，x 没有 上 界 ， 因 此 vub 被 置 为 空 矩阵 。 
当 vlb 或 者 vub 的 元 素 个 数 比 向 量 x 的 元 素数 目 少时 ， 只 有 x 的 前 几 个 元 素 被 约束 为 有 
界 。 
上 下 界 约 束 也 可 以 用 个 等 式 约束 来 表示 ， 有 基体 表示 方法 为 
上 界 : xi 科 Ug ”表示 为 xrUb 生 0 
下 界 : xi 壹 Ug ” 表 小 为 -xi+tUb<0 
对 于 目标 函数 ，Matlab 的 优化 函数 用 于 处 理 求 取 最 小 值 的 情况 ,对 于 求 取 最 大 值 的 目标 
函数 需要 进行 转换 。 


4.2.3 ”参数 设置 与 附加 参数 传递 


优化 问题 求解 时 常常 需要 对 相对 误差 、 使 用 算法 等 进行 设置 。 考 虑 到 对 优化 问题 求解 的 
灵活 性 ，Matlab 提供 了 options 向 量 来 对 优化 函数 进行 参数 设置 。options 向 量 由 18 个 元 素 ， 
其 中 包括 在 实际 调用 中 用 户 需 要 设置 的 所 有 优化 参数 。 下 表 给 出 options 向 量 中 每 个 参数 的 











表 4.2.1 控制 参数 列表 


PP 优化 再 末 1 表示 中 
0 x 的 最 低 精度 穴 目 判 据 。 当 所 有 的 络 上 判 据 邦 清 足 时 。 








目标 函数 f 的 最 低 精 度 终止 判 据 。 当 所 有 的 终止 判 据 都 满足 时 ， 
优化 将 终止 

约束 g 的 的 最 低 精度 终止 判 据 - 当 所 有 的 终止 判 据 都 满足 时 
优化 将 终止 

选择 主要 优化 算法 

选择 搜索 方向 算 

选择 线性 搜索 算 

算法 结束 时 极 值 点 的 函数 值 ， 对 attgoal 和 minimax 而 言 ， 它 包 
含 一 个 到 达 因 


控制 人 精度 


控制 g 精度 














本 醒 当 置 为 1 时 ， 在 最 初 的 几 个 选 代 周期 ， 梯 度 将 与 由 有 限 插 分 计 
本 区 从 仿制 算 的 结果 比较 ， 此 时 焕 度 秀 数 必须 存在 
函数 计算 计数 函数 计算 计数 器 
函数 所 度 计算 或 有 限 所 分 本 度 计算 的 计 玫 
限定 丽 数 气度 计算 或 有 限 括 分 岂 度 计算 的 次 天 
件 的 个 数 。 等 式 约 须 放 置 在 约 东 变量 g 的 前 几 














等 式 约 束 个 数 





ES 。 该 值 缺 省 的 被 补 为 nm 的 100 倍 ，nm 为 自 变量 x 
生态 人 光村 的 个 数 。 在 fmins 中 ， 缺 省 为 200n， 在 fminu 中 ， 缺 省 为 500n 
目标 数 尽 可 能 接近 goals 的 目标 数 ， 由 函数 attgoal 使 用 
最 小 变化 。 对 函数 邱 放 计算 而 于 
最 小 摄 动 控制 = 用 的 摄 动 将 自动 调整 以 提高 精度 ， 它 将 在 最 小 摄 动 和 最 
大 摄 动 之 间 变 化 
天 大 报 动 党 有 限 插 分 可 度 计算 中 克基 的 最 大 变化 

步 长 控制 步 长 参数 。 企 第 一 次 近代 中 它 营 被 国 值 为 1 或 更 小 
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如 果 在 对 某 优化 函数 进行 调用 时 ， 没 有 使 用 options 向 量 或 者 options 向 量 为 空 向 量 ， 则 

会 自动 产生 一 个 options 问 量 并 使 用 一 组 缺 省 值 。 如 果 盐 要 对 options 问 量 中 的 某 些 元 素 重 新 

赋值 ， 则 可 首先 通过 foptions 函数 来 产生 一 个 options 向 量 ， 然 后 对 需要 赋 新 值 的 元 素 进行 
赋值 ， 其 他 元 素 仍 然 为 缺 省 值 。 








1 foptions 
功能 : 设置 优化 参数 ， 显 示 参 数值 。 
格式 : help foptions 
options = foptions 
说 明 : 在 计算 优化 问题 时 ， 优 化 工具 箱 提供 options 向 量 ， 该 向 量 用 于 设置 优化 算法 
参数 和 返回 算法 结束 的 状态 。 同 时 为 保持 一 致 性 ，options 向 量 对 于 大 多 数 优 
化 函数 具有 同样 的 意义 。 
help foptions 显示 option 向 量 中 每 个 参数 的 意义 和 它 的 缺 省 值 。 
options = foptions 常用 于 优化 算法 结束 后 返回 算法 结束 的 状态 。 
options 中 的 一 些 参数 可 能 根据 问题 的 大 小 而 定 。 而 另外 一 些 参 数 用 来 返回 优 
化 函数 的 返回 信息 ,这 些 用 于 返回 调用 结果 信息 的 参数 没有 缺 省 值 。 在 表 4.2.1 
中 以 NMA 表示 (NA 一 一 Not Applicable); 还 有 些 参数 具体 地 与 使 用 的 优化 
函数 相关 ， 这 些 参数 将 在 后 面 章 节 的 相关 内 容 中 介绍 。 















































例 2 改变 缺 省 设置 的 例子 。 
仍 以 例 1 的 优化 问题 为 例 ， 现 改变 自 变量 及 目标 函数 的 终止 条 件 。 
第 一 步 : 为 目标 函数 即 约束 方程 编写 M 文件 一 fun.m 


与 例 1 相同 。 
第 二 步 : 在 命令 窗口 调用 有 约束 非 线 性 优化 函数 constr 
x0 = [-1y,1]; 免 设置 初始 解 向 量 


options = foptions 

options(1) = 1; % 显示 中 间 结 果 

options (2) = le-8; 久 设置 x 终 止 条 件 
options (3) = le-8; % 设置 fun(x) 终止 条 件 


x=constr( un? x0,options) 
于 -COUNT FUNCTION MAX{G} STEP Procedures 
3 1.8394 0.5 1 
6 1.85127 -0.0919699 1 Hessian modified twice 
9 0.300167 9.32996 二 
12 0.529834 0.920855 于 
16 0.186965 -1.51704 0.5 
19 0.0729085 33131 
22 0.0353322 -0.0330268 1 


25 0.0235566 0.00318399 1 
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28 0.0235504 9.03246e-008 1 Hessian modified 
29 0.0235504 0 1 ， Hessian modified 
Optimization Converged Successtully 
RActive Constraints: 
工 
区 
9.5474 1.0474 
同时 在 Matlab 的 优化 工具 箱 中 ， 为 了 用 户 程序 的 灵活 性 ， 避 免 太 多 的 全 局 变量 。 每 个 
优化 函数 都 允许 在 函数 调用 的 固定 参数 结尾 , 使 用 附加 参数 来 直接 将 要 使 用 的 变量 传递 给 M 
文件 函数 。 需 要 注意 的 是 ， 附 加 参数 不 能 超过 10 个 。 如 果 目 标 函 数 fun 和 梯度 函数 grad 定 
义 为 具有 附加 参数 的 格式 
f = fun(x,pl,p2，..， ) 





df = grad(xrpl，p2 --- ) 
则 在 调用 fsolve 函数 采用 如 下 格式 将 传递 这 几 个 附加 参数 给 目标 函数 fon 和 梯度 函数 grad 


fsolve( un? x0,options， rad? pl,pP2，... ) 


4.2.4 ”表达 式 优化 


优化 工具 箱 中 的 函数 还 能 直接 对 由 表达 式 描述 的 简单 函数 进行 优 人 化。 这样， 简单 函数 就 
可 以 不 需要 编写 M 文件 而 直接 放 在 字符 串 中 进行 优化 计算 。 如 果 被 计算 的 函数 变量 是 包含 
非 希腊 字母 及 数字 的 字符 串 (如 +、-、* 等 )， 它 将 以 一 个 表达 式 而 不 是 以 函数 进行 计算 。 
注意 ， 当 书 与 这 种 表达 式 时 ， 自 变量 必须 以 小 与 字母 x 表 不 。 


例 3 表达 式 优化 的 例子 。 
x = fminu( in(x)? 1) % 求 sin(x) 的 最 小 值 ， 初 始 值 为 1 
x =- fsolve( *xx*x-[1/213，4]? ones (272) ) % 和 天 阵 方程 求解 
xx = leastsq( xx-[3 5;9 10]? eye(2,2) )% 最 小 方差 问题 
附加 参数 (具有 变量 名 p1.p2, ? 传递 也 可 用 于 表达 式 优化 中 。 
x = attgoal( ort(eig(P1+P2*xxP3))? zeros (2,2)，? 
[-5，=3v, -1 [5，37 1]7 [ ]v 一 4*ones'(2774x*onest2)7[ ]vaABrC)7 
这 里 ， 函 数 参 数 pl, p2 和 p3 分 别 被 置 为 等 于 变量 A, B, C。 
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4.3 线性 规划 





4.3.1 线性 规划 概述 


线性 规划 是 优化 理论 发 展 最 成 熟 ， 应 用 最 广泛 的 一 个 分 支 。 它 讨论 的 是 在 一 定 的 线性 约 
束 下 对 一 个 线性 的 目标 函数 求 极 值 的 问题 。 线 性 规划 的 标准 形式 可 以 写 为 : 
目标 函数 
到 随 可 为 :二 况 允 和 址 太 - 李 辣 记 
约束 
an +ap+A +anz = 肌 
ao 十 ao 十 人 +aoox = 轧 
人 (4-2-D 
aa 十 Goo2p 十 人 十 Go 三 必 


五 0，1i=12, 人 并 
也 可 以 表示 成 矩阵 形式 


目标 函数 
min C7X 
约束 
4X = 有 
X>0 


其 中 C=(cl cy …, ch” 4=(aji)mm 和 B=(Di D, 2? 思 oo) 为 已 知 系数 ，XC ma 

在 线性 规划 的 标准 形式 中 ， 所 有 决策 变量 扰 均 假定 为 非 负 的 。 在 实际 问题 中 这 一 假定 通 
常 是 成 立 的 。 倘 若 不 然 ， 也 可 将 其 化 为 符合 这 一 假定 的 等 价 的 线性 规划 。 例 如 ， 若 变量 为 
没有 非 负 性 假设 ， 我 们 可 用 xx 取代 它 ， 其 中 友和 六 是 两 个 新 的 变量 ， 旦 x>0x'>0。 

如 果 约 束 中 存在 不 等 式 约 束 ， 则 对 于 含 过 的 约束 ， 可 在 约束 左边 加 上 一 个 非 负 变量 使 其 
称 为 等 式 约束 ;: 对 于 含 的 约束 ， 可 在 约束 左边 减 去 一 个 非 负 变 量 使 其 称 为 等 式 约束 。 在 约 
东 中 新 增加 的 变量 称 为 是 松弛 变量 ， 原 来 的 变量 称 为 结构 变量 。 

一 个 解 x 称 为 线性 规划 (4-2-1) 的 可 行 解 ， 如 果 x 满足 hx=B， 上 日 x 壹 0。 由 所 有 可 行 解构 
成 的 集合 称 为 可 行 集 。 一 个 可 行 解 世 称 为 线性 规划 (4-3-D 的 最 优 解 , 如 果 对 所 有 的 可 行 解 蕊 
有 CTx 和 CIxr 成 立 。 

欧 氏 空间 及 的 子 集 $ 称 为 凸 的 , 如果 $ 中 任意 两 点 的 连 线 也 在 8 中 , 即 8 是 凸 的 当 且 仅 
当 对 任意 的 mm, mES 和 4E[0, 1]， 有 4xi+(l- 4)zzES。 可 以 证 明 线性 规划 的 可 行 集 永远 是 
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凸 的 。 

一 个 点 x 成 为 凸 集 $ 的 顶点 ， 如 果 xES， 且 x 不 能 表示 成 其 他 任何 两 点 的 凸 组 合 。 已 经 
证 明 ， 在 可 行 集 有 界 的 情况 下 ， 线 性 规划 的 最 优 解 一 定 是 可 行 集中 的 一 个 项 点。 这 止 是 
Dantzig 给 出 的 求解 一 般 线性 规划 问题 的 算法 一 一 单纯 形 法 的 理论 基础 。 简 单 地 说 ， 单 纯 形 
法 仅仅 检查 可 行 集 的 顶点 , 而 不 是 所 有 的 可 行 解 。 首先 , 单纯 形 法 选择 ”个 顶点 作为 初始 点 ， 
然后 通过 选择 另 一 个 顶点 以 改善 日 标 函 数值 。 重 复 以 上 过 程 直 到 日 标 函数 值 不 能 再 改进 ， 即 
可 得 到 最 优 解 。 

对 于 解决 大 规模 的 或 者 特殊 结构 的 线性 规划 问题 ， 一 些 更 先进 的 算法 则 更 有 效 ， 如 修正 
单纯 形 法 、 对 偶 单 纯 形 法 、 原 始 对 偶 单 纯 形 法 、Wolfe-Dantzig 分 解法 以 及 Karmarkar 内 点 法 
等 。 关 于 算法 的 详细 说 明 请 见 相关 书籍 或 者 文献 。 


4.3.2 |Ip 函数 


在 优化 工具 箱 中 ，lp 函数 用 于 解 线性 规划 问题 。 该 函数 使 用 单纯 形 法 进行 计算 。 通 过 解 
一 个 辅助 的 线性 规划 问题 ， 来 获取 初始 基本 可 行 解 。 


。 lp 

功能 : 求解 线性 规划 问题 。 
格式 : X=1lp(c,A,b) 

X=]lp(c,A,b,vib) 

X=]lp(c,A,b,vlb,vub) 

X=]lp(c,A,b,vlb, vub, x0) 

X=1p(c,A,b, vlb, vub, x0, neqcstn) 

X=]lp(c,A,b, vlb, vub, x0, neqcstr, display) 

[xlambda,how] = lp(c,A,b, …) 
说 明 : lp 函数 用 于 求解 下 述 线性 规划 问题 。 

目标 函数 

Inin CTx 
大 
约束 条 件 
A4x<D 

其 中 : 4 为 矩阵 ， 忆 ce 为 向 量 。 

Xx= lp(c,A,b) 求解 上 述 线性 规划 问题 。 返 回 线性 规划 的 解 向 量 x。 

x = lp(c，A，b，vlb，vub) 设置 解 向 量 的 上 下 界 ， 即 解 向 量 必须 满足 

vlb<=x<=vub。 

X=1lp(c,A,b,vlb, vub, x0) 设 置 初 始 解 向 量 x0。 

X= lp(c, A, b, vlb, vub, x0, neqcstn) 设置 在 约束 中 的 等 式 约束 的 个 数 。 等 式 约 

束 必 须 位 于 约束 方程 的 前 面 几 个 。 
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举例 ; 


X= lp(c,A,b, vlb, vub, x0, neqcstr, display) 设置 警告 信息 的 显示 。 
[x, lambda] = lp(c,A, b,… ) ) 同 时 返回 拉 格 朗 日 (Lagrange) 乘 子 lambda。 
[x, lambda, how] = lp(c, A, b, … ) 同时 返回 在 最 后 一 次 调用 过 程 中 的 错误 状 
态 。 该 错误 状态 字符 串 由 变量 how 返回 。 
其 中 
< 为 线性 规划 目标 函数 的 系数 向 量 。 
A.b 为 线性 规划 约束 方程 的 系数 。 等 式 约束 的 系数 必须 位 于 征 阵 A 的 前 几 行 
和 向 量 b 的 前 几 个 元 素 。 
vlb 为 下 界 约 束 ，vub 为 上 界 约 束 。 一 般 地 ，vib 和 vub 具有 和 x 同样 的 大 小 。 
如 果 vlb 由 nm 个 元 素 且 比 x 的 元 素 少 ， 则 只 有 x 的 前 nm 个 元 素 具有 下 界 约束 。 
vub 变量 也 遵守 同样 的 原则 。 
Xx0 为 初始 解 向 量 。 缺 省 地 ，x0=zeros(size(x))。 设 置 初 始 解 向 量 可 以 使 运算 快 
速 收 剑 。 对 于 一 个 病态 问题 ， 好 的 初始 解 向 量 可 以 得 到 一 个 更 好 的 解 。 
meqcstr 为 等 式 约束 的 个 数 。 
display 为 控制 警告 信息 显示 的 标志 位 。 缺 省 的 display=0， 即 显示 警告 信息 。 
如 果 display=-1， 则 不 显示 警告 信息 。 
lambda 为 解 的 拉 格 朗 口 (Lagrange) 乘 了 向 量 。 拉 格 朗 口 乘 了 向 量 的 多 度 等 于 
length(b)+length(vlb)+length(vub)， 且 元 素 顺序 对 应 为 A,vlb,.vub。 
how 为 求解 过 程 中 的 错误 状态 指示 字符 串 。 如 果 how='infeasible'， 则 该 问题 
无 可 行 解 : 如 果 how='unhbounded', 则 该 问题 有 无 界 解 : 如 果 how='dependent'， 
则 该 问题 的 约束 中 有 相关 的 等 式 约束 ， 在 求解 过 程 中 相关 约束 已 经 去 除 ， 如 
果 how='ok'， 则 该 问题 正常 结束 。 
和 其 他 优化 工具 箱 中 的 函数 一 样 ， 空 的 调用 系数 将 导致 调用 过 程 中 使 用 缺 省 
值 。 例 如 : lp(f，R，b，[ ]，[ ]，[ ]，1length (b) ) 表 明 该 问题 为 
一 个 等 式 约 束 问题 ， 无 上 下 界 约束 并 使 用 缺 省 的 初始 解 向 量 。 
求 下 述 线性 规划 问题 。 
目标 函数 : fx)=-5xi-4x2-63 
约束 方程 : xi-xz+x3 达 20 

3xi+2x2+4x3 三 42 

3xi+2x2<30 

0 反 xu 0 过 xa 0 反 x3 


第 一 步 ， 输 入 系数 











c = [-5,-4,-6] 
a= [1-11 

3 2 4 

3 2 0]; 
b = [20; 42; 30]; 
第 二 步 : 求解 


[x, lambda] = lpP(cvarb,zeros (3,1)) 
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解 为 : 
二 
0 15.0000 3.000 
larmbdqa = 
0 
1.5000 
0.5000 
1.0000 0 0 
拉 格 朗 日 乘 子 dambda) 的 前 三 个 元 素 与 非 等 式 约束 相关 ，lambda 的 非 零 元 素 
表示 对 应 的 约束 为 有 效 约 束 。 在 本 问题 中 ,第 2、3 个 线性 不 等 式 约束 为 有 效 
约束 。lambda 的 后 面 三 个 元 素 与 下 界 约束 相关 ， 在 本 问题 中 ，xi 的 下 界 约束 
为 有 效 约束 。 

注意 : 1. 当 问 题 无 可 行 解 时 将 给 出 以 下 信息 


Warning: The constraints are overly stringent; 





there is no feasible solution. 
即 约束 条 件 过 寺 产 格 。 此 时 ，hp 将 给 出 一 个 对 约束 的 破 趟 影响 最 小 的 解 。 
2. 当 等 式 约束 之 间 不 一 致 时 将 给 出 以 下 信息 
Warning: The eduality constraints are overly stringent: 
there is no feasible solution. 
3. 当 问 题 具 有 无 界 解 时 将 给 出 以 下 信息 
Warning: The solution is unbounded and at infinity: 


the constraints are not restrictive enough. 


4.4 非 线性 规划 


4.4.1 无 约束 规划 


1 无 约束 规划 概述 


无 约束 非 线 性 问题 的 一 般 描述 
目标 函数 
min Fr) 
大 
其 中 ;二 Eorrxzz 为 向 量 ，Ke) 为 返回 一 标量 值 的 目标 函数 。 
无 约束 非 线性 规划 有 许多 种 算法 - 按照 是 否 使 用 表 数 的 导数 信息 来 选择 搜索 方向 ,可 将 
各 种 搜索 算法 分 为 3 类 : 直接 搜索 类 方法 仅仅 利用 目标 函数 的 函数 值 来 确定 搜索 方向 ， 这 类 
方法 对 于 目标 函数 不 连续 的 情况 非常 适合 ;梯度 类 方法 在 目标 函数 具有 一 阶 导 数 时 非常 有 
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效 ， 而 高 阶 类 方法 仅仅 适用 于 目标 函数 的 二 阶 导 数 可 以 计算 的 情况 。 

搜索 算法 的 基本 思想 

1. 选 定 初始 点 叉 ， 令 =0。 

2. 得 到 六 后 ， 选 取 一 个 搜索 方向 性， 使 得 沿 这 个 方向 目标 函数 ,ao) 的 值 可 以 下 降 。 

3. 由 世 出 发 ， 沿 用 方 向 选取 步 长 4k， 使 得 及 共 + 4 P9 <， 由 此 得 到 下 一 个 点 
ar 

4. 检验 凡 ! 是 否 是 满足 精度 要 求 的 最 优 解 。 如 果 是 ， 则 结束 计算 : 如 果 不 是 ， 则 返回 2， 
并 令 上 =+1， 继 续 迭 代 。 

可 见 ， 搜 索 算 法 的 关键 在 于 搜索 方向 及 搜索 步 长 的 选取 。 

一 维 搜索 算法 ( 步 长 选取 ) 

步 长 选取 实际 上 是 对 单 变 量 函数 2( 4)= As+ 4x*P9 求 极 小 值 的 问题 。 常 用 的 一 维 搜索 
算法 包括 黄金 分 割 法 、Fibonacci 法 、 抛 物 线 插 值 法 和 三 次 插值 法 。 

黄金 分 割 法 是 一 种 等 速 对 称 的 一 维 搜索 算法 , 它 采用 将 试点 取 在 区 间 的 黄金 分 割 点 上 来 
达到 缩短 搜索 区 间 的 目的 。 从 而 寻求 函数 2(4) 的 极 小 点 。 

Fibonacci 法 通过 构造 Fibonacci 数 米 缩短 搜索 区 间 ， 从 而 寻求 函数 2( 4) 的 极 小 总 。 

抛物 线 插值 法 的 基本 思想 是 利用 二 次 函数 : PCD=aotatxtaze 的 极 小 点 去 逼近 foo) 的 极 小 





三 次 插值 法 则 是 通过 ac、2 两 点 处 的 函数 值 Ko)、AD) 和 导数 值 户 (oO、 记 (Co) 来 构造 三 次 
插值 多 项 式 PCO= aorarrkaze+ase， 以 PC 的 极 小 点 作为 , Ko) 的 极 小 点 - 在 容易 求 得 fo) 的 导 
数值 时 ， 三 次 插值 法 十 分 有 效 。 

搜索 方向 的 确定 

- 般 地 ， 对 无 约束 的 非 线性 规划 算法 的 划分 就 是 根据 不 同 的 搜索 方向 选取 方法 来 确定 
的 。 下 面 给 出 几 种 不 同 的 算法 简介 。 
最 速 下 降 法 的 基本 思想 是 : 当 给 定 某 点 杂 后 ， 如 果 它 不 是 极 小 点 ， 则 寻找 尺 处 函数 
JCO 下 降 最 快 的 方向 作为 搜索 方向 。 由 于 函数 Ko 沿 负 梯度 方向 下 降 最 快 , 故 选 =-Yjo， 
Yat 为 Ko 在 生 处 的 梯度 。 
牛顿 法 的 搜索 方向 选取 为 : 忆 =-Eo9 ssYV79， 即 在 函数 的 负 梯度 方向 上 增加 一 个 修正 
和 阵 ， 该 修 止 定 阵 即 为 目标 函数 的 二 阶 导数 生 阵 (Hessian 先 阵 ) 的 逆 窍 阵 。 
出 于 牛顿 法 中 修正 矩阵 直接 计算 较 难 ， 从 而 又 发 展 了 各 种 拟 牛 顿 (Quasi-Newton) 方 法 ， 
如 常用 的 BFGS(Broyden-FletherGoldfarb-Shanno) 方 法 、DFP(Davidon-FletherPowelD) 方 法 等 。 
其 中 BFGS 方法 采用 下 述 公式 来 计算 目标 函数 的 Hessian 矩阵 的 逆 矩 阵 -ECx9 7 ， 在 公式 中 








其 中 
3 一 Js 一 区 


和 一 VreoJ)-Yreo) 
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将 上 式 右边 第 三 项 中 的 % 以 @x 代 替 ， 即 可 得 到 DFP 方法 的 计算 公式 。 


2 fminu、fmins 函数 


在 优化 工具 箱 中 ，fminu、fmins 函数 用 于 解 线性 规划 问题 。 可 以 选择 使 用 BFGS 公式 来 
远近 Hessian 和 宛 阵 的 拟 牛 顿 (quasi-Newton) 方 法 ; 或 者 米 用 DFP 公式 来 远近 Hessian 矩阵 的 拟 
牛顿 (quasi-Newton) 方 法 ;或 者 采用 最 速 下 降 法 。 线 性 搜索 算法 可 以 选择 使 用 一 种 一 次 和 三 
次 多 项 式 插值 的 混合 算法 ， 或 者 使 用 三 次 多 项 式 插值 算法 。 


。 fminu，fmins 


功能 : 
格式 : 


说 明 ， 


求解 无 约束 非 线性 最 优化 问题 。 
Xx=fminu(Cfun', xO) 
X= fminu(fun', x0, options) 
Xx= fminu(fun', x0, options,grad) 
X=fminu(fun', x0, options，grad', pl,p2，…) 
[x, options] = fminu(fun', x0, … ) 
[…]=fmins(Cfun', x0, .…) 
x = fminu(fun', x0) 求 函数 fun 的 最 小 值 。fun 函数 定义 在 M 文件 fnm 中 ， 并 置 
初始 解 向 量 为 x0。 
X = fminu(fun'，x0，options) 设置 可 选 参数 的 值 而 不 是 采用 缺 省 值 。 可 选 参数 在 
options 向 量 中 设置 。options 的 详细 用 法 见 4.2.3。 
x= fminu(fun', x0, options,'grad) 使 用 由 函数 grad 计算 的 梯度 信息 。 函 数 grad 在 
M 文件 grad.m 中 定义 。 缺 省 地 ， 梯 度 将 通过 有 限 差分 方法 计算 目标 函数 的 导数 
来 获得 。 
x = fminu(fun', x0, options, 'grad', p1, p2. … ) 传递 附加 的 参数 p1，p2 等 。 附 加 参 
数 的 详细 用 法 见 4.2.3。 
[x，options] = fminu(fun'，x0，.… ) 同时 返回 在 计算 中 使 用 的 一 些 参数 ， 例 如 
options[10] 包 含 了 计算 过 程 中 目标 函数 的 计算 次 数 。 其 中 
xo 为 初始 解 向 量 。 
fun 为 包含 目标 函数 的 函数 名 字符 串 。fun 函数 返回 1 个 参数 : 目标 函数 的 函数 值 
f。 了 为 标量 ， 并 具有 国 = fun(x) 格式 。 也 可 以 用 字符 串 表 达 式 达到 同样 的 目的 ， 
例如 x = fminu( in(x.x*x)? x0) 。 
options 为 参数 控制 向 量 。 在 options 的 18 个 元 素 中 ，fminu 数 使 用 的 输入 参数 
包括 : 1, 2, 3, 6, 7, 9, 14, 16, 17; fminu 函数 使 用 的 输出 参数 包括 : 8, 10, 11, 18; 
fomins 函数 使 用 的 输入 参数 包括 : 1, 2, 3, 14;， fmins 函数 使 用 的 输出 参数 包括 : 8， 
10。 其 中 
options(]) 控 制 显示 。 设 置 为 1 将 给 出 中 间 结 果 的 列表 显示 。 
options(2) 控 制 x 的 精度 - 
options(3) 控制 目标 函数 f 的 精度 。 
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举例 : 


当 options(2)、options(3) 参 数 全 部 满足 后 ， 算 法 将 结束 。 

对 options(6),、options(7) 的 讨论 见 后 面 算 法 部 分 。 

对 options 的 详细 讨论 请 见 4.2.3。 

grid 为 包含 梯度 函数 的 函数 名 字符 串 ， 该 函数 具有 df = grad(x) 格 式 。 其 中 df 为 
向 量 ， 它 是 目标 函数 人 对 于 向 量 x 的 偏 微分 。 要 注意 的 是 由 于 fmins 函数 不 使 用 
梯度 信息 ， 该 参数 被 忽略 .。 


p1.p2.…. 为 传递 给 fun 和 grid 的 附加 参数 。 附 加 参数 的 详细 用 法 见 4.2.3。 
求 无 约束 非 线性 问题 


7(GD=1000c -六 +(-z 
初始 解 向 量 : x=[-12 1 
第 一 步 : 编写 M 文件 
function f = fun(x) 
E = 100*(xX(2)-x(1)^2)^2+(1-Xx(1))^27 


第 二 步 : 求解 

x = [-1.2,1] 

X = fminu( un? x) 
过 下 


1.0000 1.0000 fun(x) = 8.8348e-11 


莫 法 : 对 fminu 函数 优化 算法 的 控制 通过 options(6) 参数 实现 ， 缺 省 地 options(6)=0。 此 


注意 : 


时 使 用 拟 牛 顿 (quasi-Newton) 方 法 , 这 种 方法 采用 BFGS 公式 来 通 近 Hessian 抵 阵 ; 
如 果 设 置 options(6)=1， 则 采用 DFP 公式 来 和 逼 近 Hessian 矩阵 如果 设置 
options(6)=2， 则 采用 最 速 下 降 法 。 

对 fminu 函数 的 线性 搜索 算法 的 控制 通过 options(7) 参 数 实现 。 缺 省 地 
options(7)=0， 使 用 一 种 二 次 和 三 次 多 项 式 插 值 的 混合 算法 :如果 options(7)=1， 
使 用 三 次 多 项 式 插值 算法 。 该 算法 需要 较 少 的 函数 计算 和 较 多 的 梯度 计算 。 
fmins 函数 使 用 一 种 单纯 型 搜索 算法 ， 这 是 一 种 直接 法 而 不 是 像 fminu 函数 那样 
使 用 解析 法 。 

如 果 目 标 函数 大 于 2 阶 ， 则 一 般 地 fmins 函数 不 如 fminu 函数 ， 但 对 于 非常 不 连 
续 的 函数 ， 则 fminu 函数 不 如 fmins 函数 更 具 鲁 棒 性 。 

1. 对 于 fminu 函数 ， 目 标 函 数 必须 连续 。fmins 函数 常用 来 处 理 不 连续 的 情况 。 
这 册 个 函数 有 可 能 给 出 局 部 最 优 解 。 

2. 对 于 目标 函数 中 存在 平方 和 的 情况 ， 不 应 该 使 用 fminu 和 fmins 函数 ， 而 应 该 
使 用 leastsq 函数 。 
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4.4.2 二 次 规划 


如 果 非 线性 规划 的 目标 函数 为 自 变 量 x 的 二 次 函数 ,约束 条 件 又 全 是 线性 的 ， 这 种 规划 
就 是 二 次 规划 。 
二 次 规划 的 一 般 描述 


目标 函数 
min 工 xrErxr 十 CT 
x 2 
约束 条 件 


4xr<DP 
其 中 : 也 4 为 矩阵 ， 且 互 为 对 称 徐 阵 。c, 为 向 量 。 

对 于 二 次 规划 的 求解 具有 很 多 方法 ， 如 可 行 方向 法 、 制 约 函数 法 、 又 称 序列 无 约束 优化 
方法 (SUMT 一 一 Sequential Unconstrained Minimization Technique) 以 及 有 效 集 法 (Active Set 
Method) 等 。 其 中 有 效 集 法 是 近年 来 发 胀 的 一 种 通用 的 二 次 规划 算法 。 关 于 该 算法 详 见 参考 
文献 [3] 。 





4.4.3 ”有 约束 规划 


1 约束 规划 概述 


约束 非 线 性 规划 的 一 般 描述 


目标 函数 
min (oo) 
工 
约束 条 件 
Glr)s<0 


其 中 : x=Eo mp ? z7 为 向 量 ，GUoO=[giCD ga2C0 ? snCO]7 为 函数 向 量 ，Kn) 为 标量 函数 ， 
AD 和 GoD 均 可 为 非 线性 函数 ，GC9O 既 可 以 为 等 式 约束 也 可 以 为 不 等 式 约束 。 

对 于 约束 非 线 性 规划 问题 ， 已 经 建立 了 大 量 的 计算 方法 ， 如 可 行 方向 法 、 梯 度 投影 法 、 
罚 函 数 法 、 线 性 近似 法 等 ， 详 见 参考 文献 [2]。 但 这 些 算 法 均 仅 仅 能 解决 一 类 特殊 的 非 线性 规 
划 问 题 。 

在 理论 上 ，Kuhn-Tucher 条 件 则 具有 很 重要 的 意义 。 

对 于 一 个 不 等 式 约束 giC0 乏 0， 如 果 giCc)=0， 则 称 该 约束 在 点 处 为 起 作用 约束 ; 设 普 
为 问题 的 一 个 可 行 解 ， 如 果 约 束 的 梯度 向 量 Ygi(e ) 线 性 无 关 ，z 为 局 部 最 优 和 解 ， 则 必然 存在 
不 全 为 0 的 数 Wi( 二 10D)， 使 得 以 下 Kuhn-lucker 条 件 成 立 : 
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VonD+y XivgCr)=0 


和 SIC)=0 =12A， 灵 
入 >0 1=12A ,mm 


如 果 PD 和 sgiCD (=12 四 ) 均 为 凸 的 ， 并 且 可 导 ，x 满足 Kuhn-Tucker 条 件 ， 则 z 为 全 局 
最 优 解 。 

目前 很 多 算法 都 集中 在 对 Kuhn-Tucker 方程 的 求解 上 ,这 些 方法 都 是 直接 计算 Lagrange 
乘 子 。 

SQP 算法 (序列 二 次 规划 Sequential Quadratic Programming) 即 将 原 问 题 化 为 一 系列 的 二 
次 规划 问题 进行 求解 。 它 通过 使 用 拟 牛 顿 更 新 程序 来 对 Kuhn-Tucker 方程 累积 二 阶 信息 ， 以 
保证 超 线性 的 收 化。 

对 上 述 非 线 性 约束 优化 问题 ，SQP 算法 的 基本 思想 是 对 下 述 Lagrange 函数 的 二 次 近似 
求解 QP 子 问 题 : 


Ze 和 )= Fe)+> Xisi() 
河 

线性 化 非 线 性 约束 条 件 后 可 得 到 QP 子 问题 : 
目标 函数 

minydzEd+VFOx 
约束 

Vsgi(z)d 十 si(z)=0 = A ,mi 
vsgi(zjd+sgi(z)<0 一 7 十 1,A ,7 
该 问题 可 以 通过 任何 QP 算法 进行 求解 。 

SQP 实现 
Matlab 优化 工具 箱 的 SQP 算法 实现 由 如 下 3 个 部 分 组 成 。 
(1D) 更 新 Lagrangc 函数 的 Hecssian 矩阵 
在 每 一 次 从 代 中 ， 妃 均 作 为 Lagrange 函数 的 Hessian 矩阵 的 正定 拟 牛 顿 近 似 。 并 通过 


BFGS 方法 进行 计算 。 
Hessian 和 矩阵 的 BFGS 更 新 


T 
Ge Sesk 


其 中 
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UK 三 也 +1 一 也 


和 -VC are-[weo avet 】 


i=1 i=1 
(2) 二 次 规划 问题 求解 
SQP 方法 的 每 一 次 宇和 迭代 都 要 求解 一 个 QP 问题 。 
目标 函数 
minyx7 Ex +Cc7X 
约束 方程 


4x= 防 =-1A ,me 
4Ax<D 一 71e 十] A ,7 
(3) 一 维 搜索 和 目标 函数 计算 
一 维 搜索 可 采用 合适 的 搜索 算法 进行 计算 。 要 注意 的 是 SQP 算法 的 初始 化 , 如 果 从 SQP 
方法 中 得 到 的 当前 计算 点 个 合适 ， 则 喇 通 过 求解 线性 规划 问题 得 到 初始 值 。 
目标 函数 
Iminy 
YERoxeR 


约束 方程 
4Axz=b i=1LA,me 
AxX-7ZSD LE=7e+1LA ,7 
其 中 4 表示 矩阵 4 的 第 i 行 。 
2 fmin 函数 一 一 标量 最 优 求解 
标量 最 优 问题 的 一 般 描 述 
目标 函数 
min Fr(a) 


G@ 
其 中 : 4a 为 标量 ，ffa 为 一 个 返回 标量 值 的 函数 。 
在 优化 工具 箱 中 , fmin 函数 用 于 解 标量 最 优 问题 。 而 且 该 函数 允许 设置 变量 的 上 下 解约 














。 fmin 
功能 : 求解 区 域 约束 单 变量 问题 。 
格式 : a= fmin(fun', al, a2) 


a=fmin(fun'.al,a2.options) 
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说 明 : 


举例 : 


a=fmin(fun', al, a2, options,p1,p2, .…) 
[a, options] = fmin(function', al, a2, …) 
区 域 约束 单 变量 问题 的 一 般 描 述 
目标 函数 
min f(a) 
QQ 
约束 条 件 


<a<d: 


其 中 : qw an qz 为 标量 ，ja) 为 一 个 返回 标量 值 的 男 数 。 
a=fmin(Cfun', al,a2) 求 函数 的 局 部 最 优 解 。 目标 函数 定义 在 名 为 fbn.m 的 M 文件 
中 ， 且 其 解 必须 满足 al 和 a<a2。 
a= fmin(fun', al, a2, options) 设置 可 选 参数 的 值 而 不 是 采用 缺 省 值 。 可 选 参 数 在 
options 向 量 中 设置 。options 的 详细 用 法 见 4.2.3。 
a= fmin(function', al, a2. options, p1. p2. ) 传递 附加 的 参数 p1，p2 等 。 附 加 参 
数 的 详细 用 法 见 4.2.3。 
[aoptions] = fmin(fun'，al，a2，...) 同时 返回 在 计算 中 使 用 的 一 些 参数 。 例 如 
options[10] 包 含 了 计算 过 程 中 目标 函数 的 计算 次 数 。 其 中 
fun 为 包含 目标 函数 的 函数 名 字符 串 。fun 函数 返回 1 个 参数 : 目标 函数 的 函数 值 
f，f 为 标量 ， 例 如 丰 = fun (x，xdata) 。 也 可 以 用 字符 串 表 达 式 达到 同样 的 
目的 ， 例 如 a = fmin( in(x*x)? al,a2)，al、a2 为 函数 的 区 域 约束 。 
options 为 参数 控制 向 量 。 在 options 的 18 个 元 素 中 ，fmin 函数 使 用 的 输入 参数 
包括 1、2、14，constr 函数 使 用 的 输出 参数 包括 8、10。 其 中 
options(]) 控 制 显示 。 设 置 为 1 将 给 出 中 间 结 果 的 列表 显示 。 
options(2) 控 制 x 的 精度 。 
options(14) 控 制 函 数 的 计算 次 数 。 
pl, p2, .… 为 传递 给 fmin 的 附加 参数 。 
求 下 述 标量 函数 在 (0.5) 区 域内 的 最 小 值 。 
目标 函数 : 仁 (a-3)-1 
%% 第 一 步 : 编写 M 函数 
function 上 = fun(a) 
(2 
% 第 二 步 : 求解 


a = fmin( un? 0,5) 








忆 
号 


The value at the minimum Is 


Y = 工 (a) 


220 


Matlab 工具 箱 应 用 指南 一 一 应 用 数学 篇 


算法 : 该 函数 采用 黄金 分 割 和 抛物 线 搜索 算法 。 
注意 : 1. 该 函数 可 能 给 出 局 部 最 优 解 。 


2. 目标 函数 和 约束 条 件 必 须 为 实 型 的 。 
3. 当 解 位 于 区 域 边界 上 时 ， 该 函数 将 具有 较 慢 的 收 敛 速度 ， 此 时 采用 constr 函 
数 将 给 出 更 快 和 更 精确 的 解 。 





3 constr 函数 


变量 非 线性 约束 最 优 问题 的 一 般 描 述 
目标 函数 


Imin Jo 


大 


约束 条 件 


G(x)<0 


其 中 : x 为 向 量 ，CGo 为 函数 向 量 ，Xx) 为 标量 函数 ， AD 和 Go) 均 可 为 非 线 性 函数 ，GCoD) 


既 可 以 为 等 式 约束 也 可 以 为 不 等 式 约束 。 


在 优化 工具 箱 中 ，constr 函数 用 于 求解 一 般 约 束 最 优 问题 。 该 函数 使 用 SQP 算法 。 
*。 constr 

功能 : 多 变量 非 线性 约束 最 优 问题 求解 。 

格式 : x = constr(fun', x0) 


X= constr(fun', x0, options) 

X = constr(fun', x0, options, vlb, vub，grad) 

X= constr(fun', x0, options, vlb, vub， grad', p1. p2. .…) 
[x, options] = constr(Cfun', x0, … ) 

[x, options,lambda] = constr(fun', x0, … ) 


[x, options, lambda, hess] = constr(fun', x0, … ) 


说 明 : x = constr(fun', x0) 求 解 非 线性 约束 最 优化 问题 。 日 标 函 数 和 约束 条 件 定义 在 M 文 


件 中 ， 文 件 名 为 fnn.m。 初 始 解 向 量 为 x0。 

x = constr(fun'，x0，options) 设 置 可 选 参数 的 值 而 不 是 采用 缺 省 值 。 可 选 参数 在 
options 向 量 中 设置 。options 的 详细 用 法 见 4.2.3。 

X = constr(fun'，x0, options, vlb. vub) 设置 解 向 量 的 上 下 界 ， 即 解 向 量 必须 满足 
vlb<=x<=vub。 

x = constr(fun', x0, options, vlb, vub, grad) 使 用 由 函数 grad 计算 的 梯度 信息 。 函 数 
grad 在 M 文件 grad.m 中 定义 。 缺 省 地 ， 梯 度 将 通过 有 限 差分 方法 计算 目标 函数 
的 导数 来 获得 。 
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举例 : 


X= constr(fun', x0, options, vlb, vub,'grad', p1, p2. .…) 传 递 附 加 的 参数 pl, p2 等 。 附 
加 参数 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 
[x，options] = constr(fun'，x0，.… ) 同 时 返回 在 计算 中 使 用 的 一 些 参数 。 例 如 
options[10] 包 含 计算 过 程 中 目标 函数 的 计算 次 数 。 
[x,optionslambda] = constr(fun'，x0，. ) 同时 返回 拉 格 朗 日 (Lagrange) 乘 子 
lambda。 
[x, options, lambda. hess] = constrCfun', x0. … ) 同 时 返回 最 后 一 次 迭代 时 的 Hessian 
和 矩阵 值 hess。 
其 中 
xo 为 初始 解 向 量 。 
fun 为 包含 目标 函数 和 约束 条 件 的 函数 名 字符 串 。fun 函数 返回 2 个 参数 : 标量 目 
标 函 数 f 和 向 量 约束 条 件 , 并 具有 [fg] = fun(Co) 格式 。 也 可 以 用 字符 串 表 达 式 达 
到 同样 的 目的 。 例 如 : x=constr('f = fun(x); g = cstr(x)) '!，x0)， 
vib，vub 为 上 下 界 约束 。vlb 为 下 界 约束 ，vub 为 上 界 约束 。 一 般 地 ，vlb 和 vub 
具有 和 x 同样 的 大 小 。 如 果 vilb 由 nm 个 元 素 且 比 x 的 元 素 少 ， 则 只 有 x 的 前 mn 个 
元 素 具有 下 界 约束 。vub 变量 也 遵守 同样 的 原则 。 
options 为 参数 控制 向 量 。 在 options 的 18 个 元 素 中 ，constr 函数 使 用 的 输入 参数 
包括 1、2、3、4、9、13、14、16、17，constr 函数 使 用 的 输出 参数 包括 8、10、 
11、18。 其 中 
options(T) 控 制 显示 。 设 置 为 1 将 给 出 中 间 结 果 的 列表 显示 。 
options(2) 控 制 x 的 精度 。 
options(3) 控制 目标 函数 f 的 精度 。 
options(4) 控 制 对 约束 的 越 限 程度 。 
当 options(2)、options(3)、options(4) 参 数 全 部 满足 后 ， 算 法 将 结束 。 
grid 为 包含 梯度 函数 的 函数 名 字符 串 ， 该 函数 具有 [df, dg] = grad(x) 格 式 。 其 中 df 
为 向 量 ， 它 是 目标 函数 了 对 于 向 量 x 的 偏 微分 ; dg 为 矩阵 ， 它 是 约束 方程 向 量 对 
于 向 量 x 的 偏 微分 。 
pl1,p2,…. 为 传递 给 fun 和 grid 的 附加 参数 。 附 加 参数 的 详细 用 法 见 4.2.3。 
lambda 为 解 的 拉 恪 朗 日 (Lagrange) 乘 子 向 量 。 拉 恪 朗 日 乘 子 向 量 的 长 度 等 于 
length(g)+length(vlb)+length(vub)， 且 元 素 顺序 对 应 为 A, vlb, vub。 
hecss 为 采用 Quasi-Ncwton 逼近 法 时 最 后 一 次 欠 代 的 Hessian 矩阵 值 。 
求解 如 下 坤 线性 约束 最 优 问题 。 
目标 函数 :fx)= 一 xi#x2#xa 
约束 条 件 : -xi-2xz-2xs 过 0:， xi+2xo+2xs 入 72 
初始 解 向 量 : x=[10 10 10] 
第 一 步 : 编写 M 文 件 
function [f,g] = fun(x) 
生生 二 汪 人 和 《2) 本 和 (3 
g(1) = -x(1)-2 * x(2) -2 * x(3); 











222 Matlab 工具 箱 应 用 指南 一 应 用 数学 篇 
村 (天 韦 了 2 本 
第 二 步 : 求解 
xX0 = |10,10,10j7 
X = Constr( un? X0) 
经 过 49 次 运算 后 ， 结 果 为 
证 么 
24.0000 12.0000 12.0000 
[f,g] = fun(x) 


3.4560e+03 


72 0 
注意 : 1. 该 函数 可 能 给 出 局 部 最 优 解 。 
2. 如 果 问 题 无 可 行 解 ， 将 给 出 ”个 对 约束 的 破坏 影响 最 小 的 解 。 
3. 日 标 函 数 和 约束 条 件 必 须 为 实 型 的 。 
4. 当 存 在 一 致 的 相关 等 式 约束 时 ， 算 法 将 对 等 式 约束 去 偶 ,并 显示 “dependent ; 
如 果 存 在 不 一 致 的 等 式 约 束 ， 则 算法 无 可 行 解 ， 并 显示 “infeasihle”- 





4.5 “最 小 最 大 (minmax) 问 题 


最 小 最 大 问题 的 一 般 描述 


日 标 函 数 
min max { 居 Ci 
x { 忆 } 
1 
约束 条 件 
CG(xz)< 0 


其 中 : z 为 向 量 ，Ffxo), Go) 为 函数 向 量 ，Ffz) 为 Ffx) 的 第 i 企 分 量 。 

在 优化 工具 箱 中 ，minmax 函数 用 于 求解 一 般 约束 最 优 问题 。minmax 函数 使 用 SQP 方 
法 ， 但 对 SQP 的 一 维 搜索 方法 和 Hessian 矩阵 的 更 新 进行 了 改进 ， 以 更 适应 这 类 问题 。SQP 
方法 见 4.4.3 节 关于 该 方法 的 详细 说 明 。 


”minimax 
功能 : 求解 最 小 最 大 问题 。 
格式 : x= minimax(fun', x0) 
X= minimax(fun', x0, options) 


Xx= minimax(fun'、x0. options. vlb. vub.'grad) 
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说 明 : 


Xx=minimax(fun', x0, options, vlb, vub, grad', p1, p2, … ) 

[xoptions] = minimax(fun', x0, … ) 

X= minimax(fun', x0) 求 解 最 小 最 大 问题 。 日 标 函 数 和 约束 条 件 定义 在 M 文件 
中 ， 文 件 名 为 fnbn.m。 初 始 解 向 量 为 x0。 

x = minimax(fun' x0, options) 设置 可 选 参数 的 值 而 不 是 采用 缺 省 值 。 可 选 参 
数 在 options 向 量 中 设置 。options 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 

x = minimax (fun', x0. options, vlb. vub) 设置 解 向 量 的 上 下 界 ， 即 解 向 量 必须 
满足 vIb<=x<=vub。 

x = minimax(fun', x0, options, vlb, vub, 'grad') 使 用 由 函数 grad 计算 的 梯度 信 
息 。 函 数 grad 在 M 文件 grad.m 中 定义 。 缺 省 时 ， 梯 度 将 通过 有 限 差分 方法 
计算 目标 函数 的 导数 来 获得 。 

Xx= minimax(fun', x0, options, vlb. vub, 'grad', p1, p2, … ) 传递 附加 的 参数 pl， 
p2 等 。 附 加 参数 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 

[x, options] = minimax(fun',x0, … ) 同时 返回 在 计算 中 使 用 的 一 些 参数 。 例 如 
optionsl10j 包 含 了 计算 过 程 中 目标 函数 的 计算 次 数 。 其 中 

xXo 为 初始 解 向 量 。 

fun 为 包含 目标 函数 和 约束 条 件 的 函数 名 字符 串 。fun 函数 返回 2 个 参数 : 标 
量 目 标 函 数 f 和 向 量 约束 条 件 g， 并 具有 [ft g] = fun(x) 格式 。 如 果 约 束 中 存 
在 等 式 约束 ， 等 式 约束 必须 位 于 约束 方程 的 前 面 几 个 ， 且 必须 将 等 式 约束 的 
个 数 传递 给 options(13)。 如 果 目 标 函 数 中 要 求 某 个 元 素 的 绝对 值 最 小 最 大 问 
题 (例如 : minmax abs{FCoD)), 则 应 将 这 几 个 元 素 置 于 目标 函数 的 前 几 个 元 素 ， 
并 用 options(15) 设 置 绝 对 值 最 小 最 大 分 量 的 个 数 。 对 fun 函数 也 可 以 用 字符 
串 表 达 式 来 描述 ， 例 如 x = minmax('f = fun(x); g = cstr(x); 'v 
X0) 。 

vlb 为 下 界 约束 ，vub 为 上 界 约束 。 一 般 地 ，vlb 和 vub 具有 和 x 同样 的 大 小 。 
如 果 vlb 由 nm 个 元 素 且 比 x 的 元 素 少 ， 则 只 有 x 的 前 n 个 元 素 具有 下 界 约束 。 
vub 变量 也 遵守 同样 的 原则 。 

options 为 参数 控制 向 量 。 在 options 的 18 个 元 素 中 ，constr 男 数 使 用 的 输入 
参数 包括 1、2、3、4、7、9、13、14、15、16、17，constr 函数 使 用 的 输出 
参数 包括 8S、10、11、18。 其 中 

options(1) 控 制 显示 。 设 置 为 1 将 给 出 中 间 结 果 的 列表 显示 。 

options(2) 控 制 x 的 精度 。 

options(3) 控制 目标 函数 人 的 精度 。 

options(4) 控 制 对 约束 的 越 限 程度 。 

当 options(2)、options(3)、options(4) 参 数 全 部 满足 后 ， 算 法 将 结束 。 
options(13) 设 置 等 式 约 束 的 个 数 。 
options(15) 设 置 绝 对 值 最 小 最 大 分 量 的 个 数 。 

对 options(7)、options(8) 的 讨论 见 算法 部 分 。 

对 options 详细 讨论 请 见 4.2.3 节 。 
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grad 为 包含 梯度 函数 的 函数 名 字符 串 ， 该 函数 具有 [df,dg] = grad(x) 格 式 。 其 
中 df 为 向 量 ， 它 是 目标 函数 f 对 于 向 量 x 的 偏 微分 ; dg 为 矩阵 ， 它 是 约束 方 
程 向 量 对 于 向 量 x 的 偏 微分 。 
plL,p2,…. 为 传递 给 fun 和 grid 的 附加 参数 。 附 加 参数 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 
(D 求 下 述 最 小 最 大 问题 。 


[CC ,AD ,At ,AGO 


其 中 








第 一 步 : 编写 M 文件 
function [ft,g] = fun(x) 
工 (L)=2*X(1I)^2+X(2)^2-48*X(1) -40*X(2)+3047 
E(2)- x(1)^2 -3*x(2)7 
二 (3) 一 天 人 ) 二- 号 AZ 一 87 
E(4)= -x(1)-x(2) 7 
f(5) = X(1) + X(2) -8; 
]; % 无 约束 


x0 = [0.1,0.1]; 
minimax( un2? X0) 


x = 
经 过 29 次 运算 后 ， 结 果 为 


4.0000 4.0000 

fun (x) 

ans = 

0.0000 -16.0000 -2.0000 -8.0000 0.000 
(2) 求 上 述 问题 的 绝对 值 最 小 最 大 问题 。 

即 目标 函数 为 


[oos(UNiCO) ,abs(PCD),aps(AGD),abs(ACoD),aps(AG 


第 一 步 : 编写 M 文件 (与 例 1 相同 ) 

第 二 步 : 求解 

Xi = 10.170.4] 福 

options (15) = 5; % 全 部 为 绝对 值 最 小 最 大 分 量 
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X = minimax( un? x0,options) 
经 过 39 运算 ， 解 为 

这 汪 

8.7769 0.6613 

fun (x) 


ans = 


10.7609 -7.2391 -9.4382 1.4382 


4.6 半 无 限 (Semi-infinite) 问 题 


半 无 限 约 束 非 线性 问题 的 一 般 描述 


目标 函数 
min (ze) 
发 
约束 条 件 
CG(x)<0 
天 (>， w)<0 


其 中 : zw 为 向 量 ，G(x 为 函数 向 量 ， 为 问题 的 等 式 或 者 不 等 式 约束 。Kfxw) 为 半 无 限 
约束 ， 通 常 w 的 长 度 为 2。 

在 优化 工具 箱 中 ，seminf 函数 用 于 求解 半 无 限 约束 非 线性 问题 。seminf 函数 使 用 二 次 和 
三 次 混合 插值 法 米 估计 半 无 限 约束 的 峰值 ， 从 而 形成 constr 函数 使 用 的 约束 集 ， 当 约束 改变 
时 ， 重 新 分 配 langrange 乘 子 向 量 。 


” scminf 
功能 : 求解 半 无 限 约 束 非 线性 问题 。 
格式 : x= seminfCfun',n, x0) 
Xx= seminf(fun',n,. x0. options) 
Xx= seminf(fun', n, x0, options, vlb, vub) 
X= seminf(fun', n, x0, options, vlb, vub, p1, p2, … ) 
[x, options] = seminf(fun',n, x0. … ) 
说 明 : x = seminf(fun', n, x0) 求解 半 无 限 问题 。 目 标 函 数 和 约束 条 件 定义 在 M 文件 
中 ， 文 件 名 为 fpn.m， 包 括 m 个 半 无 限 约束 。 初 始 解 向 量 为 x0。 
x= seminf(fun', n, x0, options) 设置 可 选 参数 的 值 而 不 是 采用 缺 省 值 。 可 选 参 
数 在 options 向 量 中 设置 。options 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 
x = seminfCfun' ,n, x0, options, vlb, vub) 设置 解 向 量 的 上 下 界 ， 即 解 向 量 必须 
满足 vIb<=x<=vub。 
x = scminf(fun', n, x0, options, vlb, vub, pl, p2, … ) 传递 附加 的 参数 p1，p2 等 。 
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附加 参数 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 
[x, options] = seminf(fun', n, x0, … ) 同时 返回 在 计算 中 使 用 的 一 些 参 数 。 例 如 
options[10] 包 含 了 计算 过 程 中 目标 函数 的 计算 次 数 。 其 中 
xXo 为 初始 解 向 量 。 
fun 为 包含 目标 函数 和 约束 条 件 的 函数 名 字符 串 。fun 函数 具有 
[fg,K1LK2, .……Kn,s] = fun(x,s) 格式 。f 为 返回 的 日 标 函 数值 ，g 为 约束 函数 返 
回 值 ，KLK2，.…Kn 为 由 向 量 w 的 采样 值 计 算得 到 的 半 无 限 约束 函数 的 返回 
值 。 和 矩阵 s 为 向 量 w 的 采样 值 ( 详 见 举 例 )。 如 果 约 束 中 存在 等 式 约 东 ， 等 式 
约束 必须 位 于 约束 方程 的 前 面 几 个 ， 且 必须 将 等 式 约 束 的 个 数 传递 给 
options(13)。 
vlb 为 下 界 约束 ，vub 为 上 界 约束 。 一 般 地 ，vlb 和 vub 具有 和 x 同样 的 大 小 。 
如 果 vlb 由 nm 个 元 素 且 比 x 的 元 素 少 ， 则 只 有 x 的 前 nm 个 元 素 具有 下 界 约束 。 
vub 变量 也 遵守 同样 的 原则 。 
options 为 参数 控制 向 量 。 在 options 的 18 个 元 素 中 ，constr 函数 使 用 的 输入 
参数 包括 1、2、3、4、9、13、14、16、17，constr 函数 使 用 的 输出 参数 包括 
8、10、11、18。 其 中 

options(D) 控 制 显 示 。 设 置 为 1 将 给 出 中 间 结 果 的 列表 显示 。 

options(2) 控 制 x 的 精度 。 

options(3) 控制 目标 函数 人 的 精度 。 

options(4) 控 制 对 约束 的 越 限 程度 。 
当 options(2)、options(3)、options(4) 参 数 全 部 满足 后 ， 算 法 将 结束 - 
p1.p2,…. 为 传递 给 fun 和 grid 的 附加 参数 。 附 加 参数 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 
(D 一 维 的 例子 
目标 函数 


F(z)=( 人 一 0.5+( 人 一 0.57+( 一 0.5) 




















约束 方程 


天 人 ;1 ) 三 sin(wix )cos(wm ) 避 Ge 一 5O 一 sin(wxs) 一 | 


有 (0， mm)= sin(wejcos(wn)-Tn(e -50-- sin(waxs) 一 避 <1 

1<w<100 
1< w <100 

第 一 步 : 编写 M 文件 

function [f,G,Kl,K2,s] = fun(xvs) 

%% 初始 化 采样 间距 

if isnan(s(1l,1)),s= [0.2 0; 0.2 0]; end 

% 设置 样本 集 
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wl = 1:s(1,1):1007 

w2 = 1:s(2,1) :1007 

色 半 无 限 约束 

K1 = sin(wl*x(1)).*cos(wl*x(2))-1/1000*(w1-50) .^2 
sin(wlx*x(3) )-x(3) 一 17 

K2 = sin(w2*x(2)) -*cos (w2*x(1))-1V/1000* (w2-50) -^2--- 


Sin(w2*x(3) )-Xx(3) -17 
多 无 其 他 约束 
人 
免 目标 困 数 
工 = Sum((X-0.5) .^2)7 
和 绘制 ， 见 图 4.6.1 
Plot (wl,Kl,w2,K2) ,title( emi-infinite constraints? 
第 二 步 : 求解 
x0 = [0.5,0.2,0.3]; % 设置 初始 值 


= Seminf( un? 2,X0) 


X 
1 


x = 
0.6956 0.3052 0.4261 
[f,G,Kl1,K2] = fun(x,NaN) 

于 = 

0.0817 

max (K1) 


ans = 


1.0617e-04 max (K2) ans = 


Semi-infinite constraints 














0 20 40 60 80 100 


图 4.6.1 半 无 限 约束 
(2) 二 维 的 例子 
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目标 函数 


Jr)= 人 -057+(-057+(0o-0.5 


约束 方程 


Ka ， Wi )=sin(wm )cos(wm )- 记 tn -50) 一 sin(w 3 )- 思 二 


sin(wsx )eostwa)- Te -5 中 -sin(w)-m<1.5 
1<w<100 
1<w><100 


初始 解 x=[0.2, 0.2, 0.2]。 

第 一 步 : 编写 M 文件 

function [f,G,Kl,s] = fun(x,s) 
色 初始 化 采样 间距 

if isnan(s(1,1)),s = [2 2]; 

多 设置 样本 集 

wl = 1:s(1,1):100); 

w2 = 1:s(2,1):1007 

[wx wy]=meshdqom(wl,w2) 7 


免 半 无 限 约束 


KL = Sin(wx*X(1)) .*Cos(wWY*X(2)) -LI/1000* (WX-50) .^2 -. 


Sin(wx*x(3))-x(3)+Ssin(wy*x(2)).*cCos(wxx*x(1)) 一 ..- 


1/V1000* (wy 50) .^2 sin(wy*x(3)) x(3) 1.57 
% 无 其 他 约束 

有 “下 了 

双 目标 函数 

三 = sum((x-0.5).^2)7 

%% 绘制 ， 见 图 4.6.2 

mesh (Kl1),title( emi-infinite Constraints? 
第 二 步 : 求解 

x0 = [0.2,0.2,0.2]; % 设置 初始 值 
X=Seminf( un? 1,x0) 7 

x= 

0.2033 0.2034 0.1930 
[FEF,G,K1]=fun(xvNaN) 7 

max (max (K1L) ) 

ans 一 


0.0273 
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Semi -infinie comstraimts 










NS 
We 
中 2 AN 





图 4.6.2 二 维 半 无 限 约束 


4.7 多 目标 (Goal Attainment) 规 划 


多 目标 规划 定义 为 在 一 组 约束 下 ， 对 多 个 不 同 的 目标 函数 进行 优化 。 
一 般 形式 
目标 函数 
min[A() 户 (ee)A ,万 人 5 
约束 方程 
sji(o)<0 7=12.A.P 


其 中 : xz=GCo mp，…, 区) 为 一 个 于 维 向 量 ; Ho) 为 目标 图 数 ， 二 1, 2，…,mm，8jCD 为 系统 约 


束 。 
写成 矩阵 形式 
目标 函数 
min 天 (zx) 
约束 方程 
G(xz)s0 


当 目 标 函 数 处 于 冲突 状态 时 ， 不 存在 最 优 解 使 所 有 目标 函数 同时 达到 最 优 。 此 时 ， 我 们 
使 用 有 效 解 ， 表 示 在 不 牺牲 其 他 目标 函数 的 前 提 下 ， 不 可 能 改进 任何 一 个 目标 函数 。 也 即 ; 
称 志 为 有 效 解 ， 如 果 不 存 在 xE $S 使 得 iD 三 fc)， 六 1，2，.…，m。 且 不 等 号 至 少 对 一 个 序 
号 成 立 。 一 个 有 效 解 又 称 为 非 支 配 解 、 非 劣 解 或 者 Pareto 解 。 所 有 有 效 解构 成 的 集合 实际 上 
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是 一 个 有 效 前 沿 面 。 

如 果 决 策 者 将 m 个 目标 函数 集成 在 一 起 ， 构 成 一 个 实 值 偏好 函数 ， 则 可 以 在 相同 的 约 
昌 条 件 下 ， 极 大 化 偏好 函数 。 这 个 模型 称 为 妥协 模型 ， 其 解 称 为 妥协 解 。 常 见 的 妥协 模型 是 
通过 对 目 慰 函数 进行 加 公 建 立 的 。 

第 二 种 方法 是 极 小 化 


UDPG)A 万 GD) 
到 一 个 理想 的 向 量 
(人 EA 万 ) 
的 距离 函数 ， 其 中 万 为 第 ;个 目标 在 不 考虑 其 他 目标 时 的 最 优 解 。 
第 三 种 是 利用 人 机 交互 法 去 寻找 妥协 解 。 目 前 已 得 到 各 种 人 机 交互 法 , 如 可 行 域 削减 法 、 
加 权 向 量 空间 削减 法 、 准 则 锥 削减 法 及 线性 搜索 法 。 
在 Matlab 中 ， 多 目标 规划 问题 使 用 一 种 由 Gembicki 提出 的 Goal Attainment 法 ， 可 以 将 
该 方法 归 为 距离 最 小 化 方法 的 一 种 。 它 将 原 问 题 化 为 以 下 问题 求解 
日 标 昂 数 
miny 
约束 方程 
Fr)-wy<s 广 =1LAm 
其 中 ，F(0i 记 ，…。 万 ) 为 用 户 设计 的 与 目标 函数 相应 的 目标 值 向 量 。w=(wuw2.wm) 
为 权 值 系数 向 量 ， 它 用 于 控制 相对 应 的 目标 函数 与 用 户 定义 的 目标 函数 值 的 接近 程度 。y7 为 
一 个 松弛 因子 标量 。 当 约束 为 二 维 函 数 时 有 


目标 函数 
Iminy 
xy 
约束 方程 


五 (oj-wy< 玖 
下 (Cr)-wy< 惨 


其 中 : 点 POP 忆 ) 为 用 户 设计 的 目标 点 ， 史 权 值 向 量 定义 了 从 忆 点 到 可 行 域 的 搜索 
方向 。 该 问题 的 最 优 解 为 点 (Pi 已 )。 

对 上 述 问题 的 解法 ， 优 化 工具 箱 采 用 SQP 方法 。SQP 方法 详 见 4.4.3 节 。 

在 优化 工具 箱 中 ，attgoal 函数 用 于 求解 上 述 优化 问题 。 要 求解 多 目标 规划 ， 用 户 必 须 首 
先 对 原 问题 进行 转化 。 


。*。 attgoal 
功能 : 求解 多 目标 优化 问题 。 
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格式 : xX= attgoal(fun', x0. goal, w) 


说 明 : 


X= attgoal(fun', x0, goal, w, options) 
X= attgoal(fun', x0, goal, w, options, vlb, vub) 
x = attgoal(fun', x0, goal, w, options, vlb, vub，grad) 
X = attgoal(fun', x0, goal, w, options, vlb, vub， grad', p1, p2, …) 
[x, options] = attgoal(fun', x0, … ) 
该 函 数 求解 下 述 优化 问题 。 
目标 函数 

miny 

FT 


约束 方程 
下 (xz)- MYSE Soal 


其 中 : FGo 为 多 目标 规划 中 的 目标 函数 向 量 ，8goa 为 用 户 设 计 的 目标 函数 值 
向 量 ，w 为 仅 值 向 量 ， 它 定义 了 搜索 方向 。y7 为 一 个 恰 弛 因子 慰 量 。 

X = attgoal(fun', x0, goal, w) 求 解 上 述 优化 问题 。 约 束 方 程 定义 在 M 文件 中 ， 
文件 名 为 fpn.m。 初 始 解 向 量 为 x0。 目 标 函 数值 向 量 为 goal， 权 值 向 量 为 w。 
x = attgoal(fun', x0, goal, w, options) 设 置 可 选 参数 的 值 而 不 是 采用 缺 省 值 。 可 
选 参数 在 options 向 量 中 设置 。options 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 

x = attgoal(fun', x0, goal, w, options, vih. vub) 设 置 解 向 量 的 上 下 界 ， 即 解 向 量 
必须 满足 vIb<=x<=vub。 

X = attgoal(fun', x0, goal, w, options, vlb, vub, 'grad) 使 用 由 函数 grad 计算 的 梯 
度 信 息 。 函 数 grad 在 M 文件 grad.m 中 定义 。 缺 省 时 ， 梯 度 将 通过 有 限 差分 
方法 计算 导数 来 获得 。 

X = attgoal(fun', x0, goal, w, options, vlb, vub.'grad', p1, p2, … ) 传 递 附加 的 参数 
pl, p2 等 。 附 加 参数 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 

[x, options] = attgoal(fun', x0, … ) 同 时 返回 在 计算 中 使 用 的 参数 向 量 options。 
其 中 

xo 为 初始 解 向 量 。 
fun 为 包含 多 目标 规划 问题 的 目标 函数 的 文件 名 字符 串 。 如 果 目 标 函数 要 求 尽 
可 能 地 接近 相应 的 goal 向 量 的 元 素 ， 则 应 将 这 几 个 元 素 置 于 目标 函数 的 前 几 
个 元 素 ， 并 用 options(15) 设 置 它 的 个 数 。 对 fun 函数 也 可 以 用 字符 串 表 达 式 
来 描述 ， 例 如 : x = attgoal( in(x.xx)? x0,goal,w) 。goal 为 用 户 
设计 的 与 目标 函数 相应 的 目标 值 向 量 。 

w 为 权 值 系数 向 量 ， 它 用 于 控制 相对 应 的 目标 函数 与 用 户 定义 的 目标 函数 值 
的 接近 程度 。 当 某 一 元 素 为 正 时 ， 则 算法 将 试图 使 目标 函数 的 值 小 于 用 户 定 
义 的 值 ， 当 某 一 元 素 为 负 时 ， 则 算法 将 试图 使 目标 函数 的 值 大 于 用 户 定义 的 
值 。 要 使 所 有 的 目标 函数 与 用 户 定义 的 目标 函数 值 具有 同样 的 接近 度 ， 应 设 


置 “w=abs(goaD)” 。 
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vlb 为 下 界 约束 ，vub 为 上 界 约束 。 一 般 地 ，vlb 和 vub 具有 和 x 同样 的 大 小 。 
如 果 vitb 有 mn 个 元 素 且 比 x 的 元 素 少 ， 则 只 有 x 的 前 n 个 元 素 具 有 下 界 约束 。 
vub 安 量 也 遵守 同样 的 原则 。 
options 为 参数 控制 向 量 。 在 options 的 18 个 元 素 中 ，attgaol 函数 使 用 的 输入 
参数 包括 1、2、3、4、7、9、13、14、15、16、17，constr 函数 使 用 的 输出 
参数 包括 8、10、11、18。 其 中 

options(D) 控 制 显示 。 设 置 为 1 将 给 出 中 间 结 果 的 列表 显示 。 

options(2) 控 制 x 的 精度 - 

options(3) 控制 目标 函数 人 的 精度 。 

options(4) 控 制 对 约束 的 越 限 程度 。 
当 options(2)、options(3)、options(4) 参 数 全 部 满足 后 ， 算 法 将 结束 。 
options(7)、options(8) 用 于 算法 控制 。 
对 options 详细 讨论 请 见 4.2.3 节 。 
grad 为 包含 梯度 函数 的 函数 名 字符 串 ， 该 函数 具有 df = grad(x) 格 式 。 其 中 df 
为 向 量 ， 它 是 目标 函数 了 f 对 于 向 量 x 的 偏 微分 。 
p1p2,…. 为 传递 给 fun 和 grid 的 附加 参数 。 附 加 参数 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 
(D 控制 系统 输出 反馈 器 设计 。 

















设 如 下 线性 系统 
又 -4x+Bu 
了 = Cr 
其 中 
-05 0 0 1 0 
1 0 0 
4=| 0 -2 10 五 =|2 2 C= 
0 0 1 
0 和 远 之 0 1 


今 要 求 设计 输出 反馈 控制 器 K， 使 闭环 系统 
(4+BKC)Jr+Bu 

的 极点 为 [-5，-3，-1]， 并 要 求 
-4<Ki<4(j=12) 


分 析 : 上 述 问 题 即 是 要 求解 矩阵 K， 使 矩阵 (4+BKC) 的 极点 为 [ 5， 3， 1]， 
即 为 一 个 多 目标 规划 问题 。 

求解 

第 一 步 : 编写 M 文件 

function F = fun(K,RA,BvC) 

RE = sort(eig(R+BxKxC) ) ; 

第 二 步 : 参数 输入 

有 AR= [-0.500;0-2 10; 0 1 -2]; 


优化 工具 箱 


233 





第 4 间 
下 字 1 入 交 2 ) 卫 5 
C=[1007001]7 
K = zeros (2,2) 

goal - [-5 -3 -1]7; 

w = abs(goal) 

vVlb = 

vub = 4*ones (Size(K))， 
options = 17 

第 三 步 : 求解 


[K, options] 


=attgoal( 
-COUNT MRAX{Gg} 
6 2.16228 
12 1.40287 
18 0.761498 
24 0.704799 
30 0.69568 
36 0.676085 
42 0.670218 
48 0.669921 
54 0.49996 
61 1.02212 
67 2.13437 
73 0.474145 
81 -0.335485 
87 -0.340722 
3 -0.342061 
9 -0.342637 
105 -0.369842 
111 -0.385115 
117 -0.386258 
118 -0.38626 


免 初始 化 控制 器 矩阵 
免 设置 极点 
%% 设置 权 值 向 量 


-4*ones (size (K) ); % 设置 控制 器 下 界 


多 设置 控制 器 上 界 
% 设置 显示 参数 


un? K,goal,w,options,vlb,vub,[ ],RA,B,C) 


STEP Procedures 


1 
1 
1 Hessian modqitfied 
1 Hessian modified 
工 
工 
工 Hessian modifiedq 
1 Hessian modified twice 
1 Hessian modified 
0.5 Hessian modified twice 
开 
1 Hessian modified 
0.25 
1 Hessian modified 
1 Hessian modified 
1 Hessian modiftied 
示 
1 
1 Hessian modified twice 


工 Hessian modified twice 


Optimization Converged Successful1ly 


Rctive Constraints: 
1 


0.2564 


2 
K = 
4 
4 -4.0000 
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opPtions = 
Columns 1 through 7 
1.0000 0.0001 0.0001 0.0000 0 0 0 
Columns 8 through 14 
0.3863 0 118.0000 20.0000 20.0000 0 500.0000 
Columns 15 through 18 
0 0.0000 0.1000 1.0000 


(C) 仍 以 上 例 问题 不 变 ， 今 要 求 每 个 极点 都 尽 可 能 接近 要 求 值 (设置 
options(15)=3)。 


options (15) = 37 

[K,options]=attgoal( un? K,goal,wroptions,vlb,vub,，..-. 
[ ],RA,B,C) 

After 37 function evaluations the solution is 


K = 
2.4294 -0.4891 

3.9999 -2.0706 

fun (K,Rv,B,C) 

ans = 一 

5.0000 

3.0000 

1.0000 

The attainment factor is 
options (8) 

ans 一 


1.0859e-20 


4.8 最 小 二 乘 最 优 


4.8.1 问题 概述 


最 小 二 乘 最 优 问题 的 一 般 描 述 
目标 函数 
min3e(o 
工 


约束 方程 
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G(x)<0 





其 中 : Ffxz)GCoO 函 数 向 量 。 
如 果 目 标 函 数 具 有 FoD)=4x 2 形式 ， 则 为 线性 最 小 二 乘 最 优 问题 。 其 中 4 为 常数 矩阵 ， 





为 向 量 。 
并 且 如 果 

1. 无 约束 方程, 则 就 是 一 个 无 约束 线性 最 小 二 乘 最 优 问题 , 可 用 优化 工具 箱 中 的 人 
函数 来 进行 求解 。 

2. 约束 方程 具有 x>0 的 形式 , 则 为 一 个 非 负 约束 最 小 二 乘 最 优 问题 ,可 用 函数 nnls 
进行 求解 。 

3. 约束 方程 具有 cx 和 d 的 形式 ， 则 为 一 个 线性 约束 最 小 二 乘 最 优 问题 ， 可 用 函数 
conls 进行 求解 。 


如 果 目 标 函 数 具 有 FoD=[ACoO .PCD ? 亢 CD0]”， 则 目标 函数 可 改写 为 
minlFe 站 一 mindyZ 万 C 
并 工 
该 问题 就 是 一 个 非 线 性 最 小 二 乘 最 优 问题 (无 约束 条 件 )， 可 用 函数 leastsq 进行 求解。 
如 果 目 标 函数 具有 如 下 形式 (无 约束 方程 ) 
min 直 |E(x, xdara) 一 ydard 三 并 (F(x， xdaiai)- ydatai 
蕊 
其 中 : xdarta 为 输入 向 量 ，yadata 为 输出 向 量 ， 现 仅 已 知 输入 与 输出 的 函数 关系 为 


ydata=Flxkdara)， 但 不 知 系数 向 量 x， 则 构成 最 小 二 乘 拟 合 问题 。 目 标 函数 的 值 称 为 拟 合 方 
差 ， 可 用 curvefit 函数 进行 求解 。 


非 线性 最 小 二 乘 最 优 问题 的 优化 算法 
如 上 记述 ， 非 线性 最 小 二 乘 最 优 问题 可 表示 为 


2 
minlFe 站 =mind 王 万 CD 
其 人 





对 上 述 问题 可 以 使 用 一 般 的 无 约束 非 线 性 规划 问题 的 解法 来 解决 ， 但 注意 到 LS 方程 的 
梯度 向 量 和 Hessian 矩阵 的 特殊 性 ， 则 可 提高 求解 的 迭代 效率 。 设 FCo 的 梯度 向 量 为 Fo， 
其 Jacobian 矩阵 为 Je， 其 Hessian 矩阵 为 ED。 则 有 

VF(e)-2J(x)F(x) 
瑟 (z)= 2 (ze)+ 20() 
Co)=27OZG 
气 


即 当 x 趋 近 于 最 优 解 时 ， 随 着 Fo 趋 近 于 零 ，CC9 也 趋 近 于 零 。 因 此 可 以 考虑 采用 
Gauss-Newton 方向 作为 每 次 欠 代 的 搜索 方向 。 
Gauss-Newton 法 


在 Gauss-Newton 法 中 ， 每 次 欠 代 时 采用 的 搜索 方向 收 通过 求解 以 下 线性 最 小 二 乘 问题 
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获得 


minlvGs 取 =-Fl 站 
xER” 


Levenberg-WMarquardt 法 
在 Levenberg-Marquardt 法 中 ， 搜 索 方 向 履 通 过 求解 以 下 线性 方程 组 获得 


人 7vGo+Xy 志 芝 一 7( JFeo) 
这 里 ， 标 量 4x 可 以 控制 瑟 的 大 小 和 方向 。 当 4j=0 时 ， 丰 的 方向 与 Gauss-Newton 法 的 
搜索 方向 一 致 


4.8.2 nnls 函数 一 一 非 负 线性 最 小 二 乘 求解 


非 负 线性 最 小 二 乘 问题 的 一 般 形 式 
目标 函数 


minzl4x- 中 
大 
约束 条 件 


X>0 
其 中 : 和 矩阵 4 和 向 量 纺 为 目标 函数 的 系数 。 
在 优化 工具 箱 中 ，nnls 昂 数 用 十 求解 非 负 线性 最 小 二 乘 问题 。 


nnls 
功能 : 求解 非 负 最 小 二 乘 问题 。 
格式 : nnls(A,b) 
nnls(A.btol) 
[x.w] = nnls(A.b) 
[x,w] = nnls(A,b,toD 
说 明 : x=nnls(A,b) 求 解 上 述 非 负 最 小 二 乘 问题 ， 返 回 解 向 量 x。 
X=nnls(A,b,toD) 定 义 x 的 容许 误差 ， 而 不 是 使 用 缺 省 值 。x 的 容许 误差 用 来 决 
定 x 向 量 的 元 素 是 否 已 经 小 于 0。 缺 省 的 容许 误差 为 : tol = max(size(A)) 
站 nOrm(A,1) * eps。 
[x,w] = nnls(A,b) 同 时 返回 向 量 w，x 和 w 的 关系 为 
wG) <=0,(GilxiD)=0) 
wG=0,(ilxi)>O) 
举例 ; 一 个 最 小 二 乘 问题 的 无 约束 与 非 负 约束 解法 的 比较 。 
第 一 步 : 输入 系数 


a = 
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0.0372 0.2869 
0.6861 0.7071 
0.6233 0.6245 
0.6344 0.6170 
b = 

0-8587 

0.1781 

0.0747 

0.8405 

第 二 步 : 求解 


[a\b，nnls(avb)] = -2.5625 0 
3.1106 0.6929 
[norm(a* (a\b)-b)，norm(axrnnls (ayb)-b)] = 0.6677 0.9119 


注意 : 1. 当 问 题 为 无 约束 线性 最 小 二 乘 问题 时 ， 使 用 Matlab 下 的 ” 算 子 即 可 以 解 
决 。 关 于 “\” 的 使 用 详 见 附录 。 
2. 非 负 最 小 二 乘 问题 是 线性 约束 最 小 二 乘 问题 的 一 类 子 问题 ， 因 此 ， 当 和 拖 阵 
A 的 行 数 比 列 数 多 时 ， 调 用 


[xvw] = nnls (Ab) 


等 价 十 

[mvn] = size(RA)7 

[xv1] - conls (Abv-eye (nrn)vzeros (nr1))7 
w = -15; 


3. 一 般 地 ， 对 于 非 负 最 小 二 乘 问题 ，nnls 函数 更 有 效 ， 但 当 和 琵 阵 行 数 大 于 20 
时 ，conls 有 可 能 比 nnls 要 快 。 


4.8.3 ”conls 函数 一 一 约束 线性 最 小 二 乘 求解 


线性 约束 最 小 二 乘 问题 的 一 般 描述 


目标 函数 

mindlax- 中 
约束 条 件 

Cr<d 


其 中 : 4,C 为 矩阵 ， 久 dx 为 向 量 。 
在 优化 工具 箱 中 ，conls 函数 用 于 求解 线性 约束 最 小 二 乘 问题 。 


conls 


功能 : 线性 约束 最 小 二 乘 问题 求解 。 


238 


Matlab 工具 箱 应 用 指南 一 应 用 数学 篇 


格式 : X= conls(A,b,C,d) 


X= conls(A,b,C,d,vlb) 
X=conls(A,b.C,d,vlb,vub) 

X= conls(A,b,C,d,vlb,vub,xO) 

X= conls(A,b,C,d,vlb,.vub,x0,neqcstnD) 

x = conls(A,b,C,d,vlb,vub,xO,ncqcstrdisplay) 
[xlambda,how] = conls(A,b.C,d, …) 


说 明 : x = conls(A,b.C,d) 求 解 在 约束 c*x<=d 下 方程 A*x=hb 的 最 小 二 乘 解 。 其 解 向 量 


由 变量 x 返回 。 

X = conls(A.b,C,dvlbvub) 设置 解 向 量 的 上 下 界 ， 即 解 向 量 必须 满足 
Vvlb<=x<=vub。 

X= conls(A,b,C,d,vlb,vub.x0) 设 置 初始 解 向 量 xo。 

X = conls(A,b,C,d,vlb,vub,x0,neqcstD 设 置 在 约束 中 的 等 式 约 束 的 个 数 。 等 式 约 
束 必 须 位 于 约束 方程 的 前 面 几 个 。 

x = conls(A,b,C,d,vlb,vub,x0,neqcstrdisplay) 设 置 警告 信息 的 显示 。 

[xlambda] = conls(A,b.C,d, … ) 同 时 返回 拉 格 庆 日 (Lagrange) 弱 子 lambda。 
[xlambda,how] = conls(A,b,C,d, … ) 同时 返回 在 最 后 一 次 调用 过 程 中 的 错误 
状态 。 该 错误 状态 字符 串 由 变量 how 返回 。 

其 中 

A,b 为 线性 系统 的 系数 。 

C.d 为 线性 约束 的 系数 。 等 式 约束 的 系数 必须 位 于 矩阵 C 的 前 几 行 和 向 量 d 
的 前 几 个 元 素 。 

vlb 为 下 界 约束 ，vub 为 上 界 约束 。 一 般 地 ，vlb 和 vub 具有 和 x 同样 的 大 小 。 
如 果 vib 由 m 个 元 素 且 比 x 的 元 素 少 ， 则 只 有 x 的 前 mn 个 元 素 具 有 下 界 约束 。 
vub 变量 也 遵守 同样 的 原则 。 

xo 为 初始 解 向 量 。 缺 省 时 ，xo=zeros(size(x))。 设 置 初始 解 向 量 可 以 使 运算 快 
速 收 你 。 对 于 一 个 病态 问题 ， 好 的 初始 解 向 量 可 以 得 到 一 个 更 好 的 解 。 
neqcstr 为 等 式 约束 的 个 数 。 

display 为 控制 警告 信息 显示 的 标志 位 。 缺 省 时 display=0， 即 显示 警告 信息 。 
如 果 display=-1， 则 不 显示 警告 信息 。 

lambda 为 解 的 拉 格 朗 日 (Lagrange) 乘 子 向 量 。 拉 格 朗 日 乘 子 向 量 的 长 度 等 于 
length(b)+length(vlb)+length(vub)， 且 元 素 顺序 对 应 为 A、vib、vub。 

how 为 求解 过 程 中 的 错误 状态 指示 字符 串 。 如 果 how='infeasible ， 则 该 问题 
无 可 行 解 : 如 果 how='unbounded', 则 该 问题 有 无 界 解 : 如 果 how='dependent， 
则 该 问题 的 约束 中 有 相关 的 等 式 约 束 ， 在 求解 过 程 中 相关 约束 已 经 去 除 : 如 
果 how=ok， 则 该 问题 正常 结束 。 

和 其 他 优化 工具 箱 中 的 函数 一 样 。 空 的 调用 系数 将 导致 调用 过 程 中 使 用 缺 省 
值 。 例 如 : conls (Ab,c,d, [ ], [ ],[ ],length (b) ) 表 明 该 问题 为 一 
个 等 式 约 束 问 题 ， 无 上 下 界 约束 并 使 用 缺 省 的 初始 解 向 量 。 


第 4 章 ”优化 工具 箱 


239 





举例 : 求解 如 下 系统 的 最 小 二 磁 解 。 


系统 


Ax=b 


约束 


及 
0 
0 
0 
0 
0 
Pb 
0 
0 
0 
0 
0 
C 
0 
0 
0 
d 
0 
0 
0 


习 


Cx 达 b: vlb 达 x 和 vub 


第 一 步 ， 输入 系统 系数 


.9501 
“231I 
.6068 
“4859 
.8912 


-0578 
952 人 
-8131 
.0098 
.1388 


.2027 
.1987 
-6037 


75251 
.2026 
.6721 
开启 三 


Vub = 


0.7620 
0.4564 
0.0185 
0.8214 
0.4447 


并 人 和 


153 
3915 
.9218 
.7382 
.1762 


0.2721 0.7467 
0.1988 0.4450 
0.0152 0.9318 


第 二 步 : 求解 
[x,， Lambda] = 


0.1*ones(4,1)7 


2xones (4,1) 7 


.4057 
.9354 
.9169 
“4102 
.8936 


Dooeoeoeoeoe 


0.4659 
0.4186 
0.8462 


con1ls (ARvb,Ccvd,vlb,vub) 
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可 见 ， 拉 格 朗 日 乘 子 lambda) 的 前 三 个 元 素 与 非 等 式 约束 相关 ，lambda 的 非 
零 元 素 表 示 对 应 的 约束 为 有 效 约 束 。 在 本 问题 中 ， 第 二 个 线性 不 等 式 约束 和 
前 两 个 下 界 约束 为 有 效 约束 。 

1. 当 问 题 无 可 行 解 时 将 给 出 以 下 信息 : 

Warning: The constraints are Over1ly stringent; 

there is no feasible solution. 

即 约束 条 件 过 于 严格 。 此 时 ，conls 将 给 出 一 个 对 约束 的 破坏 影响 最 小 的 解 。 
2. 当 等 式 约 束 之 间 不 相 容 时 将 给 出 以 下 信息 : 

Warning: Thc cquality concstraints arc ovcrl1Yy stringcnty 
there is no feasible solution- 

3. 当 Hessian 矩阵 陡 半 负 定时 ， 问 题 将 具有 无 界 解 ， 此 时 将 给 出 以 下 信息 : 
Warningq: The solution is unbounded and at infinity; 

the constraints are not estrictive enough 


4. 对 于 无 约束 问题 ， 应 采用 算 子 人 。 


leastsq 函数 一 一 非 线 性 最 小 二 乘 求 解 


非 线性 最 小 二 乘 问题 的 一 般 描 述 
目标 函数 


miaf(o= Pi PC 


则 目标 函数 可 表述 为 
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minzlFG 北 =4A(C 
基 [ 


其 中 : 工 为 向 量 ， 世 为 常数 标量 ，FCo 为 函数 向 星 。 
在 优化 工具 箱 中 ，leastsq 函数 用 于 求解 非 线性 最 小 二 乘 问题 。 该 函数 采用 
Levenberg -Marquardt 方法 或 者 Gauss Newton 方法 ， 可 以 通过 设置 options 向 量 来 进行 选择 。 





leastsq 


功能 : 


格式 : 


说 明 : 


求解 非 线性 最 小 二 乘 ( 非 线 性 数据 拟 合 ) 问 题 。 

X= leastsq(fun',x0) 

X= leastsq(fun',x0,options 

X= leastsq(fun',x0,options，grad) 

X= leastsq(fun',x0.options，grad,p1.p2,. … ) 

[x,options] = leastsq(fun',x0, …) 

[x,options,funval] = leastsq(Cfun',x0, … ) 

Lx,options,funvaljacobj = leastsq(ftfun ,x0, … ) 

X = leastsq(fun',x0) 求解 非 线 性 最 小 二 乘 问题 ， 返 于 

定义 在 M 文件 fan.m 中 ， 并 置 初始 解 向 量 为 x0。 

x = leastsq(fun',x0,options) 设置 可 选 参数 的 值 而 不 是 采用 缺 省 值 。 可 选 参数 在 

options 向 量 中 设置 。options 的 详细 用 法 见 4.2.3。 

x = leastsq(fun'x0.options,'grad) 使 用 由 函数 grad 计算 的 梯度 信息 . 函数 grad 

在 M 文件 grad.m 中 定义 。 缺 省 时 ， 梯 度 将 通过 有 限 差分 方法 计算 目标 函数 

的 导数 来 获得 。 

X=leastsq(fun',x0.options,'grad'.p1.p2,.… ) 传递 附加 的 参数 pl, p2 等 。 附 加 参 

数 的 详细 用 法 见 4.2.3。 

[x.options] = leastsq(fun',x0，.… ) 同时 返回 在 计算 中 使 用 的 一 些 参数 。 例 如 

options[10] 包 含 计 算 过 程 中 目标 函数 的 计算 次 数 。 

[x.options,funval] = leastsq(Cfun',x0, … ) 同时 将 在 解 x 处 的 函数 值 fun(x) 返回 

给 funval。 

[x:options,funvaljacob] = leastsqCfun',x0，.… ) 同时 返回 在 解 x 处 函数 fun 的 

Jacobian 矩阵 。 其 中 

fun 为 包含 目标 函数 的 函数 名 字符 串 。fun 函数 返回 1 个 向 量 参数 :目标 函数 

的 函数 值 f， 例 如 三 = fun (xxdata) 。 也 可 以 用 字符 串 表 达 式 达到 同样 的 

上 月 的 ， 例 如 x = fsolve( in(x.*x)? x0)，grad 为 包含 梯度 函数 的 函 

数 名 字符 串 ， 该 函数 具有 df = grad(x.xdata) 格 式 。 其 中 df 为 矩阵 ， 它 是 函数 F 

对 于 向 量 x 的 偏 微分 。 

options 为 参数 控制 向 量 。 在 options 的 18 个 元 素 中 ，leastsq 函数 使 用 的 输入 

参数 包括 1]、2、3、5、7、9、14、16、17，leastsq 函数 使 用 的 输出 参数 包括 

8、10、11、18。 其 中 
options(]) 控 制 显示 ， 设 置 为 1 将 给 出 中 间 结 果 的 列表 显示 。 





解 向 量 x。 目 标 函 数 fun 
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举例 ; 


算法 : 


注意 : 
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options(2) 控 制 x 的 精度 。 
options(3) 控 制 目标 函数 f 的 精度 。 
options(5) 和 options(7) 含 义 见 后 面 算 法 部 分 。 
当 options(2)、options(3) 参 数 全 部 满足 后 ， 算 法 将 结束 。 
对 options 详细 讨论 请 见 4.2.3 节 。 
x0 为 初始 解 向 量 。 
pl1,p2,…. 为 传递 给 fun 和 grid 的 附加 参数 。 关 于 附加 参数 的 用 法 见 4.2.3 节 。 
funval 为 在 解 x 处 的 函数 值 fhn(x)- 
jacob 为 在 解 x 处 函数 的 Jacobian 矩阵 。 
求 下 述 非 线性 最 小 二 乘 问题 : 


10 


>C+2k-en -ee 


ra 


初始 解 向 量 为 x=[0.3 0.4]。 
由 于 leastsq 函数 要 求 传递 的 函数 为 向 量 形式 且 不 具有 平方 和 形式 ， 因 此 对 函 
数 做 以 下 变换 : 


到 ()=2+2K 一 ex 一 ec k=12…,10。 


第 一 步 : 编写 M 文件 


function 上 = fun(x) 

k = [1:10]; 

= 2 + 2x*k-exp(k*x(1))-expP(k*x(2)) 7 
第 二 步 : 求解 


x0 = [0.3 0.4] 

X = leastsq( un? x0) 

经 过 41 次 运算 ， 得 到 以 下 结果 

光 三 

0.25783 0.25783 

sum(fun (x) .*fun (x) ) 饮 求 目标 函数 值 

ans = 三 

124.3622 

对 leastsq 函数 算法 的 选择 通过 options(5) 参数 实现 ， 缺 省 地 options(5)=-0， 此 
时 使 用 Levenberg-Marquardt 方法 ， 如果 设置 options(6)=1， 则 采用 
Gauss-Newton 方法 。 当 1‖F(x) 1 > 比较 小 时 这 种 方法 较 快速 。 

线性 搜索 算法 的 选择 通过 options(7) 参 数 实 现 。 缺 省 地 options(7)=0， 使 用 一 
种 二 次 和 三 次 多 项 式 插值 的 混合 算法 ; 如 果 options(7)=1， 使 用 三 次 多 项 式 插 
值 算法 ， 该 算法 需要 较 少 的 函数 计算 和 较 多 的 梯度 计算 。 

leastsq 函数 只 处 理 连 续 函 数 ， 且 有 可 能 给 出 局 部 最 小 值 。 
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4.8.5 


curvefit 函数 一 一 非 线 性 数据 拟 合 


最 小 二 乘 非 线性 数据 拟 合 问题 的 一 般 描述 
设 存在 输入 向 量 xdara 和 输出 向 量 ydarae， 现 仅 已 知 输入 与 输出 的 函数 关系 为 
ydata=FGuoxdata)， 但 不 知 系数 向 量 x。 今 进行 曲线 拟 合 ， 求 取 x* 使 得 下 式 成 立 


日 2 
om 址 ( xadara) -ydamdl -4(FCsxdoru) -ao 
1 


在 优化 工具 箱 中 ，curvefit 函数 用 于 求解 最 小 二 乘 非 线性 数据 拟 合 问题 。 该 函数 采用 
Levenberg-Marquardt 方法 或 者 Gauss-Newton 方法 ， 可 以 通过 设置 options 向 量 来 进行 选择 。 


"。 curvefit 


功能 : 
格式 : 


说 明 : 


求解 最 小 二 乘 非 线性 数据 拟 合 问题 。 

x = curvefit(fun'.x0,xdatasydata) 

X= curvcfit(fun',x0,xdata,ydata,options) 

X= curvefit(fun',x0,xdata,ydata,options，grad) 

X= curvefit(fun',x0,xdata,ydata.options，grad'.pl1.p2, …) 

[x.options] = curvefit(fun'.x0.xdata.ydata … ) 

[x.options,funval] = curvefit(fun',x0.xdata.ydata … ) 

[x,options,funvaljacob] = curvefit(fun',x0,xdata,ydata … ) 

在 curvefit 函数 调用 中 ， 必 须 有 一 个 用 户 定义 的 可 计算 向 量 值 的 拟 合 函数 
F(x,xdata)。 而 且 返 回 向 量 必须 和 ydata 同样 大 小 。 

X= curvefit(fun,x0,xdata,ydata) 求解 最 小 二 乘 非 线性 数据 拟 合 问题 。 拟 合 函 数 
定义 在 M 文件 中 ， 文 件 名 为 fn.m。 初 始 向 量 为 x0。 

X = curvefit(fun',x0,xdata,ydataoptions) 设置 可 选 参数 的 值 而 不 是 采 用 缺 省 
值 。 可 选 参数 在 options 问 量 中 设置 。options 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 

x = curvefit(fun',x0,.xdata,ydata,options，'grad) 使 用 由 函数 grad 计算 的 梯度 信 
息 。 函 数 grad 在 M 文件 grad.m 中 定义 。 缺 省 时 ， 梯 度 将 通过 有 限 益 分 方法 
计算 拟 合 函 数 的 导数 来 获得 。 

x = curvefit(fun',x0.xdata,ydata,options, 'grad,p1.p2, .… ) 传递 附加 的 参数 pl， 
p2 等 。 附 加 参数 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 

[x.options] = curvefit(fun',x0.xdata.ydata, … ) 同时 返回 在 计算 中 使 用 的 一 些 参 
数 。 例 如 options[10] 包 含 计算 过 程 中 目标 函数 的 计算 次 数 。 
[x.options,funval] = curvefit(fun',x0,xdata,ydata, … ) 同 时 返回 在 解 x 处 的 函数 值 
fun(x)。 
[x.options,funvaljacob] = curvefit(fun',x0,xdataydata, … ) 同时 返回 在 解 x 处 函 
数 fun 的 Jacobian 矩阵 。 
其 中 

fun 为 包含 拟 合 函数 的 函数 名 字符 冲 。tun 函数 返回 1 个 参数 : 拟 合 函数 的 函 
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举例 : 


算法 : 
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数值 f 例如 工 = fun(x,xdqata) 。 
grid 为 包含 梯度 函数 的 函数 名 字符 串 ， 该 函数 具有 df = grad(x,xdata) 格 式 。 其 
中 性 为 向 量 ， 它 是 拟 合 函数 上 对 于 向 量 x 的 偏 微分 。 
options 为 参数 控制 向 量 。 在 options 的 18 个 元 素 中 ，curvefit 函数 使 用 的 输入 
参数 包括 1、2、3、5、7、9、14、16、17，curvefit 函数 使 用 的 输出 参数 包括 
8、10、11、18。 其 中 
options(]) 控 制 显示 。 设 置 为 1 将 给 出 中 间 结 果 的 列表 显示 。 
options(2) 控 制 x 的 精度 - 
options(3) 控 制 拟 合 函数 了 的 精度 。 
options(3) 和 options(7) 含 义 见 后 面 算法 部 分 。 
当 options(2)、options(3) 参 数 全 部 满足 后 ， 算 法 将 结束 。 
对 options 详细 讨论 请 见 4.2.3 节 。 
x0 为 初始 解 向 量 。 
pl1.p2,…. 为 传递 给 fun 和 grid 的 附加 参数 。 关 于 附加 参数 的 用 法 见 4.2.3 节 。 
fanval 为 在 解 x 处 的 函数 值 fun(x)。 
jacob 为 在 解 x 处 曙 数 fun 的 Jacobian 守 阵 。 
求解 如 下 最 小 二 乘 非 线性 数据 拟 合 问题 。 
已 知 输入 向 量 xdara; 输出 向 量 ydara; 且 长 度 均 为 ma 
拟 合 函数 
yadata(D=x(DHe(2)seeuaa0rxG)) 
即 目标 函数 为 
min 立 > (F(x, xdaraj)- yadarta 





其 中 
Fexdataj=xf(IJHx(2JaePeeOeR 

初始 解 向 量 : x=[0.3 0.4 0.1 
第 一 步 : 编写 M 文 件 
function f = fun(x,，xqata) 
上 = x(1)+Xx(2)*exp (xdata + x(3)); % 注 意 f 为 向 量 
第 一 步 : 求解 。 假 设 xdata、ydata 已 存在 
x0 = [0.3 0.4 0.1] 
x = curvefit( un? x0vxdatarydata) 
x = 
0.-25783 0-25783 
sum(fun (x, xdata) .*fun (x, xdata) ) 
ans 三 
124.3622 

对 算法 的 控制 通过 options(3) 参 数 实现 。 缺 省 options(3)=-0， 使 用 
Levenberg-Marquardt 算法 ; 若 options(5)=1， 则 使 用 Gauss-Newton 方法 。 
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对 线性 搜索 算法 的 控制 通过 options(7) 参 数 实 现 。 缺 省 时 options(7)=0， 使 用 
一 种 一 次 和 三 次 多 项 式 插值 的 混合 算法 ; 如 果 options(7)=1， 使 用 三 次 多 项 式 
插值 算法 ， 该 算法 需要 较 少 的 函数 计算 和 较 多 的 梯度 计算 。 


4.9 方程 求解 


优化 工具 箱 同时 提供 了 三 个 方程 求解 的 函数 。 其 中 ， 人 ” 算 子 可 用 于 求解 线性 方程 组 
4x=b: 当 甜 阵 4 为 丑 阶 方 阵 时 ， 米 用 高 斯 消 元 法 进行 求解 ， 如果 4 个 为 方 阵 ， 则 米 几 数 值 
方法 计算 方程 最 小 一 乘 意义 上 的 解 。fzero 采用 数值 解法 求解 非 线性 方程 。fsolve 函数 则 采用 
非 线 性 最 小 二 乘 算法 求解 非 线性 方程 组 。 以 下 给 出 fgolve 和 fzero 函数 的 使 用 说 明 。 


1 


fzero 


功能 : 
格式 : 


说 明 : 


举例 ; 


Z= fzero(fun'.x0) 
Z = fzero(fun',x0,tol) 
Z= fzero(fun',x0,tol,trace) 
Z = fzero(fun',x0,tol,trace,P1.P2…) 
Z= fzero(fun',x0) 单 变量 函数 fun 求解 ， 返 回 函数 的 解 z。 方 程 fn 定义 在 M 
文件 fan.m 中 ， 并 置 初始 搜索 点 为 x0。 
Z = fzero(fun',x0) 设 置 解 的 搜索 区 域 xX0。 其 中 x0 为 一 个 长 度 为 2 的 向 量 ， 而 
且 人 x(D)) 的 符号 和 fx(2)) 的 符号 不 同 ， 调 用 时 如 果 符 号 相同 则 报错 。 
Z = ftzero(fun',x0,tol) 设 置 解 的 精度 。 返 回 的 函数 值 的 相对 误差 必须 在 变量 tol 
给 定 的 范围 以 内 。 
Z= fzero(fun',x0,tol,trace) 设 置 显示 每 次 的 友 代 信息 。 如 果 变 量 trace 不 等 于 零 ， 
则 显示 每 次 的 选 代 信 息 。 
Z = fzero(fun',x0toltrace,P1.P2…) 传递 附加 的 参数 pl, p2 等 。 附 加 参数 的 详 
细 用 法 见 4.2.3 节 。 其 中 
fun 为 包含 任意 单 变量 函数 的 文件 名 字符 串 。 
x0 为 函数 零点 处 x 坐标 的 初始 估计 或 者 零点 处 x 坐标 的 所 在 范围 。 
tol 为 相对 容许 误差 。 缺 省 时 tol=eps。 
trace 为 中 间 结 果 显 示 控 制 。 如 果 trace=0 则 不 显示 每 次 的 欠 代 信息 ; 否则 就 
显示 。 
pl1,p2,…. 为 传递 给 fun 函数 的 附加 参数 。 附 加 参数 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 
对 下 述 函 数 求解 : 
JJLD=e-2r-5 
第 一 步 : 编写 M 文件 


function Y = 下 (zx) 























Y = xX.^3-2*x-57 
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注意 : 


Matlab 工具 箱 应 用 指南 一 一 应 用 数学 篇 
第 二 步 : 求解 


2 = fzero( 3? 2) 


z 二 
2.0946 

注意 该 函数 为 多 项 式 ， 实 际 的 零点 有 3 个 ， 其 余 两 个 为 ”对 共 加 复 零点 。 由 
于 fzcro 不 能 求 复数 因此 ， 任 意 的 初始 估计 对 将 给 出 同样 的 结果 。 
fzero 函数 认为 零点 是 函数 穿 过 x 轴 的 点 ， 对 于 与 x 轴 相 切 的 点 ， 该 函数 将 不 
能 计算 出 来 - 








fsolve 


功能 : 
格式 : 


说 明 : 


非 线性 方程 求解 。 

X= fsolve(fun,x0) 

X = fsolve(fun,x0,options) 

X = fsolve(fun',x0,options，grad) 

X = fsolve(fun',x0,options，grad,p1,p2, … ) 
[x,options] = fsolve( un2x0, …) 


非 线性 方程 的 一 般 描述 
F(z)=0 


其 中 : x 为 向 量 ，Fgo) 为 一 个 函数 向 量 。 

X = fsolve(fun',x0) 非 线 性 方程 fnn 求 根 ， 返 回 解 向 量 x。 方 程 fnn 定义 在 M 
文件 fun.m 中 ， 并 置 初始 解 向 量 为 x0。 

X = fsolve(fun',x0,options) 设置 可 选 参数 的 值 而 不 是 采用 缺 省 值 。 可 选 参数 在 
options 向 量 中 设置 。options 的 详细 用 法 见 4.2.3。 

X = fsolve(fun',x0,options, 'grad) 使 用 由 函数 grad 计算 的 梯度 信息 。 函 数 grad 
在 M 文件 grad.m 中 定义 。 缺 省 地 ， 梯 度 将 通过 有 限 差分 方法 计算 目标 函数 
的 导数 来 获得 。 

x = fsolve(fun',x0,options,'grad',pl1,p2,… ) 传递 附加 的 参数 p1，p2 等 。 附 加 参 
数 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 

[x,options] = fsolve(fun',x0，.… ) 同时 返回 企 计算 中 使 用 的 一 些 参数 。 例 如 
options[10] 包 含 计算 过 程 中 日 标 函 数 的 计算 次 数 。 其 中 

x0 为 初始 解 向 量 。 

fun 为 包含 目标 函数 的 文件 名 字符 串 。fun 函数 返回 1 个 参数 :目标 函数 的 函 
数值 ff 为 向 量 ， 并 具有 四 = fon(x) 格式 。 也 可 以 用 字符 串 表 达 式 达到 同 
样 的 目的 ， 例 如 x = fsolve( in(x-*x)? x0)。 

options 为 参数 控制 向 量 。 在 options 的 18 个 元 素 中 ，fsolve 函数 使 用 的 输入 
参数 包括 1、2、3、5、7、9、14、16、17，fsolve 函数 使 用 的 输出 参数 包括 
8、10、11、18。 其 中 
options(]) 控 制 显示 。 设 置 为 1 将 给 出 中 间 结 果 的 列表 显示 。 
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举例 : 


options(2) 控 制 x 的 精度 。 

options(3) 控制 目标 函数 工 的 精度 。 

当 options(2)、options(3) 参 数 全 部 满足 后 ， 算 法 将 结束 。 

对 options(5)、options(7) 的 讨论 见 后 面 算法 部 分 。 

对 options 详细 讨论 请 见 4.2.3 节 。 

grid 为 包含 梯度 函数 的 函数 名 字符 串 ， 该 函数 具有 df = grad(x) 格 式 。 其 中 df 
为 托 阵 ， 它 是 目标 函数 f 对 于 向 量 x 的 偏 微分 ， 也 即 函 数 向 量 f 的 Jacobian 
和 矩阵 的 转 置 。 

p1p2,…. 为 传递 给 fun 和 grid 的 附加 参数 。 附 加 参数 的 详细 用 法 见 4.2.3 节 。 
(D 求 下 述 系统 的 根 。 





一 pm 
2 一 和 二 CA 


一 为 十 2x2 =e 


即 解 下 述 方程 





并 设 初始 解 向 量 为 x0=[-5 -5]。 
第 一 步 ， 编写 M 文件 
function E = fun(x) 
ER = [2*x(1) -x(2) -exp(-x(1))， 
XxX(1) + 2*x(2) -cxPp(-x(2))]7 
第 二 步 : 求解 
x0 = -5*ones (2,1)7 
options=foptions 
options (1) =1; 免 设置 显示 输出 中 间 结 果 
X = fsolve( un? x0,options) 


f = fun(x) 

经 过 25 次 迭代 后 ， 得 到 一 个 零点 

f-COUNT RESID STEP-SIZE ”GRRAD/SD 
3 47071.2 和 -9.41e+04 
8 966.828 1 -1.81le+03 
15 1.99465 3.85 5.6 
20 0.000632051 0.895 -0.0867 
25 1.39647e?25 0.998 0.89e3?9 

解 及 解 处 的 函数 值 为 ; 

x = 

0.5671 


0.5671 
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算法 : 


注意 : 


Matlab 工具 箱 应 用 指南 一 应 用 数学 篇 
天 去 
1.0e-07*0.2642 0.2642 
(2) 求 矩 阵 x 使 其 满足 方程 


| 
大 内 无业 无 一 
3 4 


并 设 初始 解 向 量 为 ， xz-[L1:11 

第 一 步 : 编写 M 文件 

function FE = fun(x) 

买 各 汪汪 二 《工地 

第 二 步 : 求解 

Xx0 = ones (2,2) 7 
fsolve( un? x0) 


天 汉 
经 过 44 次 友 代 后 ， 解 为 : 


训 
0.1291 0.8602 
1.2903 1.1612 

FE - x*xxx-[1,273，74] 
全 / 运 

1 .0e-05 * 

0.0350 0-1268 
0.0721 -0.1293 
Sum(sum(E.*EF)) 

ans = 

.248G 二 1 人 


fsolve 函数 使 用 非 线性 最 小 二 乘 算法 。 使 用 该 算法 的 优点 在 于 如 果 系统 没有 


根 或 者 由 于 不 够 精确 而 得 不 到 系统 的 根 ， 则 该 算法 仍然 可 以 返 








加 








一 个 解 。 如 


果 系 统 的 Jacobian 矩阵 奇异 ， 则 该 算法 可 能 收敛 到 一 个 点 ， 但 该 点 不 是 方程 


的 根 。 


对 fsolve 函数 算法 的 选择 通过 options(5) 参数 实现 ， 缺 省 时 options(5)=0， 此 


时 使 用 Gauss-Newton 方法 : 如 果 设 置 options(G3)=1 ， 


Levenberg-Marquardt 方法 。 


则 采用 


线性 搜索 算法 的 选择 通过 options(7) 参 数 实 现 。 缺 省 时 options(7)=0， 使 用 一 
种 二 次 和 三 次 多 项 式 插值 的 混合 算法 ; 如 果 options(7)=1， 使 用 三 次 多 项 式 插 


值 算法 ， 该 算法 需要 较 少 的 函数 计算 和 较 多 的 梯度 计算 。 


1. 方程 必须 是 连续 的 。 


2. 该 函数 可 能 收敛 至 一 个 非 零点 ， 此 时 可 以 试 一 试 不 同 的 初始 解 向 量 。 
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同 
[2 
D] 
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附录 “Matlab 函数 参考 





由 于 正文 中 各 章 是 以 工具 箱 为 主 ， 对 于 Matlab 标准 环境 下 的 函数 及 命令 涉及 较 少 ， 为 
完整 及 查阅 方便 起 见 ， 现 将 Matlab 下 的 标准 函数 以 附录 给 出 。 这 里 仅仅 给 出 函数 的 功能 描 
述 ， 使 用 命令 help fun(fun 为 函数 名 ) 可 以 获得 函数 联机 帮助 。 


附录 1 常用 命令 


附录 1.1 管理 用 命令 


功 能 描述 
addpath 搜索 路 名 rmpath 
demo， 运行 Matlab 本 Bype 
doc 装 入 超 文 本 文档 version 显示 Matlab 的 版 本 苇 

help 启动 联机 帮助 what 列 出 当前 目录 下 的 有 关 文件 
Tasterr 王 息 whatsnew 显示 Matlab 的 新 特性 
2 3 帮 wish 找 出 函数 与 文件 所 在 的 目录 
path 


























附录 1.2 ”管理 变量 与 工作 空间 用 命令 


Pack 
Save 司 中 的 变量 存盘 
Size 的 维 数 

whowhos 列 出 工作 空间 中 的 变量 名 




















cd 改变 当前 工作 日 录 ednt 





delete 删除 文件 matlabroot 安 
diary tempdir 区 得 未 统 的 缓存 目录 


dir | iempname 获得 一 个 缓存 temp) 文件 


























附录 1.4 ”窗口 控制 命令 


页 面 





echo 最 示 文 件 中 的 Matlab 中 的 公信 more 命令 窗口 的 输出 
format 设置 输出 格式 





附录 1.5 ”启动 与 退出 命令 


matlabre 启动 主 程序 退出 Matlab 环境 





startup Matlab 和 白 启动 文件 





附录 2 ”运算 符号 与 特殊 字符 





矩阵 乘 : 分 行 符 (该 行 结 





向 量 乘 注释 标志 





托 阵 乘 方 操作 系统 命令 提示 符 





向 量 乘 方 





算 阵 kron 积 
年 阵 左 除 














子 阵 提 吧 
下 标 运算 或 参数 定义 





和 矩阵 生成 








逻辑 运算 之 或 





其 他 运算 符 联 合 使 丈 辑 运算 之 非 
用 (如 \) 














逻辑 运算 之 异 或 


is*( 一 类 函数 ) | 检测 向 量 状态 。 其 中 * 表 示 
数 (如 isinf) 


个 确定 的 函 





isa 





Togical 
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附录 3 ”语言 结构 与 调试 


附录 3.1 ”编程 语言 


函数 答 
人 eval 二 的 立 人 | Mauah 语句 及 立 件 信息 
function 








中 断 循环 执行 的 语句 

与 switch 结合 实现 多 路 转移 

与 话 一 起 使 用 的 转移 语句 和 

与 证 一 起 使 用 的 转移 语句 Si case 结合 实现 多 路 转移 
制 语句 块 waming 告 信息 














单 生成 
pause 暂停 执行 





ES 生成 对 象 加 
double 转换 成 双 精 度 型 Superiorto 
inferiottw 建立 类 的 层次 关系 it 转换 成 8 字 节 的 无 符号 整数 
inline 建立 一 个 内 联 对 象 




















附录 3.5 调试 


dbclear 计 点 dbstarus 
dbeont 行 dbstep 








dbdown 局 部 工作 空间 内 容 dbstop 
dbmex 启动 对 Mex 立 件 的 调试 dbtype 
dbquit 退出 调试 模式 dbup 
dbstack 列 出 函数 调用 关系 
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附录 4 基本 托 阵 及 和 阵 处 理 


附录 4.1 基本 矩阵 


中 产生 单位 阵 rand 
加 构造 线性 分 布 的 向 量 randn 


构造 等 对 数 分 布 的 向 量 
产生 元 素 全 部 为 1 的 矩阵 








ans 缺 省 的 计算 结果 变量 NaN 基 由 OA0 或 mmfrmf 获 得 
computer 运行 Mauab 的 机 器 类 克 数 输 入 个 数 

cps 精度 容许 误差 argout 函 数 中 箱 出 变量 个 数 

flops Pi 攻 

i realmax 

















中 久 Tealmin 
inputname 输入 参 varargin 函数 中 输入 的 可 过 参数 
Varareout 函数 中 输出 的 可 选 参数 











calender eomday 计算 月 末 

clock 时 钟 etime 所 用 时 间 函 数 
cputime 所 用 的 CPU 时 间 当前 日 期 与 时 间 
date 局 动 秒 表 计时 洲 
datenum e 读 取 秒表 计时 器 
datestr 号 是 期 函数 
datevoc 日 期 (年 月 日 分 立 格式 ) 


























附录 4.4 矩阵 处 理 

















向 量 连 接 reshape 改变 托 后 有 下 页、 
建立 对 角 托 阵 或 获取 对 朋 癌 量 | roe0 | 将 矩阵 旋转 90 度 
Flipr 按 左右 方向 翻转 甜 阵 元 素 加 | 取 失 阵 的 下 三 角 部 分 
Tipud 掖 上 下 方向 翻转 矩阵 元 素 iu | 取 拭 阵 的 上 三 角 部 分 
Tepmat 复制 并 排列 矩阵 函数 
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附录 5 特殊 和 矩 阵 


功能 描述 功能 描述 


生成 逆 hilbert 矩阵 


compan 


生成 伴随 矩阵 


invhilb 





aliery 


生成 一 些小 的 测试 矩阵 


| 





hadamard 


生成 d 矩阵 


| pascal 





hankel 


生成 hankel 矩阵 


eepic 


生成 oeplil 类 阵 





hilb 


Sin/asin 


生成 hilbert 垂 阵 


功能 描述 
正弦 /反正 弦 函 数 


wilkinson 


生成 wilkinson 特征 值 测试 昨 阵 


功能 描述 
正 制 /反正 制 函 数 





Sinyasinh 


双 曲 正弦 / 反 双 曲 正弦 函数 


双 曲 正 割 / 反 双 曲 正 割 函数 





余弦 /有 沪 函 数 


ESeRcse 


余 割 / 反 余 割 函数 





coshyacosh 


双 曲 余弦 / 反 双 曲 余 弦 函 数 


Cschyacsch 


汪 反 双 曲 余 割 函数 





ayatan 


正切 /反正 切 函 数 


Covacut 





tanhy/atanh 


双 曲 正切 / 反 双 曲 正切 函数 


cothyacoth 








atan2 


附录 6.2 指 


四 个 向 限 内 反正 切 函 数 


尼 数 函数 





osl0 





常用 对 数 函 数 

















附录 6.3 复 ; 


自然 对 数 函 数 





sq 


平方 根 函 数 

















附录 6.4 数 


值 处 理 


功能 描述 


洒 雪 方向 取 整 





沿 -一 方向 取 整 








沿 +ee 方 向 取 整 
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附录 6.5 ”其 他 特殊 数学 函数 


| 函数 名 | 功能 描述 | 函 数 名 功能 描述 


3 


erfcx 


ET 


比例 了 补 误差 函数 





besselh 


bcsscl 函数 (hankcl 函数 ) erfinv 


函数 





besseli 


改进 的 第 一 类 bessel 函数 expint 


指数 积分 函数 





besselk 
besselj 


改进 的 第 三 类 bessel 困 数 
第 一 类 bessel 函数 


Samma 
gammainc 


非 完全 gamma 函数 





bessely 


第 二 类 bessel 函数 gammaln 


amma 对 数 函 数 





em 


beta 函数 


ed 





betainc 


lem 


非 完全 的 beta 函数 





eu 


beta 对 数 函 数 


Tog2 





el 


Jacobi 椭圆 函 数 legendre 





clipke 


完全 燃 圆 积分 pow2 





erf 


误差 冰 数 





erfe 


互补 误差 函数 





附录 7 坐 标 





| 本 数 名 | 功能 并 述 | 西数 名 功能 描述 


首 卡 尔 坐 仁 到 假 坐 祭 转 换 


PoDcan 


慨 坐 祭 到 季 卡 尔 坐 祭 转换 





匿 
稍 卡 尔 坐标 到 球面 坐标 转换 Sph2cart 





球面 坐标 到 笛 卡 尔 坐标 转换 





附录 8.1 


附录 8 和 珑 阵 


和 矩阵 分 析 


数 


[| 画 数 名 | 功能 描述 | 数 名 功能 描述 


cond 


求 和 矩阵 的 条 件数 


rcond 


LINPACK 例 数 条 件 估计 





det 


求 矩 阵 的 行列 式 


ef 


和 拖 阵 的 行 阶梯 型 实 





mrefmovie 


法 解 方 和 





Subspace 


子 空间 





trace 


求 矩阵 的 迹 





求 拓 


附录 8.2 ”线性 方程 








[ 画 数 名 | 功能 描述 | 函数 名 功能 摘 述 


线性 方程 求解 


nnls 


非 零 最 小 二 乘 





\ 
hol 
inv 


Cholesky 分 解 
矩阵 求 道 


pinv 


求 伪 逆 矩 阵 
和 矩阵 的 QR 分 解 





最 小 二 乘 方差 


qidelete 


QR 分 解 中 删除 





矩阵 的 LU 三 角 分 解 


qinser 





QR 分 解 中 插入 . 
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附录 8.3 


banlance 


特征 值 与 奇异 值 


[3 





cdfzrdf 


复 块 对 角 阵 到 对 角 阵 提 


改进 特征 值 精度 的 均衡 变换 


实 块 对 角 阵 到 复 块 对 角 阵 转换 





eig 


求 矩阵 的 特征 值 和 特征 向 量 


Schur 


Schur 分 解 





ess 


求 Hessenberg 垂 阵 


Svd 


奇异 值 分 解 





pofy 


附录 8.4 


求 矩阵 的 特征 多 项 式 


和 矩阵 函数 








函 数 名 功能 描述 函 数 名 功能 描述 


怎 阵 指数 函数 





Togm 


甜 阵 对 数 函 数 





附录 9.1 


cumprod 





矩阵 任意 函数 


sqrtm 


矩阵 平方 根 





附录 9 数据 分 析 与 Fourier 变换 函数 


基本 运算 





Cumsum 











mean 


中 各 元 素 均值 





median 


附录 9.2 


中 中 间 元 素 


微分 计算 


离 豚 Laplace 安 换 


mdient 


数值 积分 





梯度 计算 





Conv 





孝 
差分 于 近视 微分 





ieer 





功能 描述 





conv2 


filter2 





Decony 
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附录 9.4 ”方差 处 理 


j 功能 描述 | 数 名 功能 描 





附录 9.5 ”Fourier 变换 


[西数 名 | 功能 并 述 | 想 数 名 功能 摘 述 


abs 绝对 值 函 数 


全 shift 作 与 作 ? 输出 





angle 相 角 函数 


if 离散 Fourier 这 





CPPair 


依 共 令 复数 对 重新 排序 
离散 Fourier 变换 


ii 散 Fourict 地: 





附录 10.1 多 


conv 


维 离散 Fourier 变换 


附录 10 


项 式 处 理 


功能 描述 
卷 积 与 多 项 式 乘 





unwrap 相 朋 矫正 


多 项 式 处 理 函 数 





功能 描述 
polyfit 数据 的 多 项 式 拟 合 





decony 


因 式 分 解 与 多 项 式 


polyyval 多 项 式 求 值 





poy 


求 矩 阵 的 特征 多 项 式 


ER 多 项 式 矩 阵 求 仁 





polyder 


多 项 式 求 导 


residue 部 分 分 式 展开 





polyeig 


附录 10.2 数 


rddata 





多 项 式 特征 值 


据 插值 


数据 网 格 的 插值 生成 


roots 求 多 项 式 的 根 





interp 全 维 插值 (FFT 方法 ) 





interpl 
intemp2 


维 插值 ( 查 表 ) 
维 插值 ( 查 表 ) 


interpn 多 维 插值 ( 查 表 ) 
mesherid 构造 三 绯 疼 形 用 xy 阵列 





interp3 


dblquad 





: 维 插值 ( 查 表 ) 


附录 11 


双重 积分 











Spine 次 主 条 搬 值 
非 线性 数值 方法 


功能 描述 
获得 微分 方程 求解 的 可 选 参 数 





fmin 


单 变量 最 优化 函数 


设置 微分 方程 求解 的 可 选 参 数 





fmins 


多 变量 最 优化 函数 


低 阶 数 值 积分 方法 





ode45.ode23 
odell3,odel5sod 


e23s 


微分 方程 数值 解法 


高 阶 数 值 积 分 方法 





odefile 





对 文件 定义 的 微分 方程 求解 
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附录 12 ”稀疏 矩阵 函数 


附录 12.1 基本 稀疏 矩阵 


功能 描述 


Spandn 


sprandsym 





查找 非 零 元 素 下 村 常规 矩阵 转换 为 稀疏 矩阵 
稀疏 矩阵 转 阵 由 外 部 格式 引入 稀疏 矩阵 








附录 12.3 ”处 理 非 零 元 素 


功能 描述 

判断 元 素 是 否 为 稀 玻 矩阵 Spalloc 
矩阵 的 非 零 元 素 个 数 

monzeros 的 非 零 元 素 将 零 元 素 蔡 换 为 1 

TZmax 苑 许 的 非 零 元 素 空间 

















colmmd 最 randpcrm 产生 随机 置换 
colperm 个 数 来 排序 各 列 Symmd 对 称 最 小 度 排序 
dmperm ia iendelsohn 分 解 Symrcm 反 向 Cuthil-McKee 排序 




















附录 12.6 ” 范 数 、 条 件数 
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附录 12.7 ”特征 值 与 奇异 值 


功能 描述 亚 数 名 | 功能 手 过 | 


求 稀 疲 矩阵 特征 值 和 特征 向 量 





附录 12.8 其 他 


功能 摘 述 加 数 名 | 也 能 戎 过 


Spaugment Symbact 竺 号 因子 分 解 
Spparms 











附录 13 图 形 绘 制 


附录 13.1 基本 二 维 图 形 


功能 描述 
por 枚 坐标 图 形 绘 和 
Semilogx x 轴 半 对 数 从 

Semilogy y 轴 半 对 数 坐 标 | 








功能 描述 

















附录 13.3 ”三 维 颜色 控制 


功能 描述 
brighten 图 idden JR 的 风格 线 天 关 设置 
caxis 置 shading 染 模式 

colormap， 堵 











附录 13.4 ”三维 光 照 模型 


diffuse 图 像 漫 射 处 理 泛 维 表 面 绘制 
Ting 光照 模式 设 辕 
Specular 设置 镜面 反射 
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附录 13.5 ”标准 调 色 板 设置 
bone 的 灰 度 的 调 色 板 hot 
cool 基色 的 调 色 板 hsy 
copper 线性 铜 色调 的 调 色 板 pink 调 的 调 色 板 
Ts 为 基色 的 调 色 板 prism 表 

板 
附录 13.6 “三维 视点 控制 


维 旋转 开关 


Viewmet 


功能 描述 
乓 





设置 视点 


函 数 名 


功能 描述 





hold 


形 保护 模式 





subplot 


口 分 成 儿 个 区 域 





Zoom 


维 图 形 缩放 





附录 13.8 


colorbar 








图 形 注解 














xlabel 








功能 描述 
X 轴 加 文字 说 明 





EC 


加 文字 说 明 


ylabcl 


y 铀 加 文字 说 明 





text 


加 文字 说 明 


zlabel 


的 轴 加 文字 说 明 





ie 


加 标题 
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附录 14 特殊 图 形 


附录 14.1 ”特殊 二 维 图 形 


feather 
Pot 

bam hist 

ba Pareto 











ar3h pie 





comet Stem 
errorbar 英 差 条 SS 











Contour pecolor 
contourf quiver 








contour3 Voronoi 








clabel 


附录 14.3 ”特殊 三 维 图 形 





功能 描述 


comet3 slice 





meshe 1 SUrfe 





meshz 旬 tisurf 





Stem2 timesh 
quiver3 waterfall 











附录 14.4 图像 显示 与 文件 VO 











brighten image 
colorbar imfinfo 件 信息 
colormap 调 色 板 设置 imread 从 文件 读 取 图 像 
Contrast 灰 度 对 比 度 设置 imwrite 保存 图 像 














附录 14.5 ”动画 处 理 


capture 屏幕 抓 取 movie 播放 动画 帧 
Setframe 获取 动画 帧 
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附录 14.6 ”实体 模型 





ERTE 克 ET 


附录 15 图 形 处 理 





附录 15.1 图 形 窗口 生成 与 控制 











3 





Close refresh 


shg 





figure 


功能 描述 
坐标 轴 标 度 设 置 间 
坐标 轴 位 置 设置 
坐标 轴 盒 状 显示 ishold 返回 hold 的 状态 
为 彩色 坐标 轴 刻 度 Subplot 将 图 形 窗 口 分 成 几 个 区 域 
清除 当前 坐标 铀 
































坐标 轴 生 成 Surface 表面 生成 
图 玫 窗 口 生成 E 文本 生成 
Unicontrol 生成 一 个 用 户 接口 控制 
Wimenu 菜单 生成 














功能 描述 函 _ 章 功能 描述 
copyobj 图 形 对 东 回 调 对 象 的 句柄 
delete 对 象 删除 靖 对 象 的 句柄 
drawnow 清除 未 决 的 图 形 对 象 事件 
findobj 

















前 回调 窗口 的 句柄 设置 对 象 属性 
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附录 16.1 GUI 函数 


Sinput 获取 鼠标 输入 uiresume 继续 执行 

selectmoverres | 对 象 的 选择 、 移 动 、 大 小 设置 、 拷 | wwait 中 断 执行 

ize 贝 

uicontrol 生成 图 形 用 户 接口 对 象 waitforbutterp | 等 待 按钮 输入 
ress 


Wimenu 生成 菜单 对 象 waitior 中 断 执行 














附录 16.2 ”GUI 设计 工具 


| 本 数 名 | 一 包月 拉 过 | 天 娄 名 | 包 驼 者 过 | 
于 ] 控 制 的 对 齐 工具 | menuedit 
器 | propedir 











附录 16.3 ”对 话 框 


dialog 对 话 框 生成 prinudig 打印 对 话 杠 

mdig 举 标 轴 设 限 对 话 杠 | qucstdls | 请 求 对 话 柜 
errordlg 错误 对 话 框 | uigetfie | 标准 的 打开 文件 对 话 框 
helpdlg 帮助 对 话 框 | uipurfie | 标准 的 保存 文件 对 话 框 
inputdlg 输入 对 话 杠 | wisetcolor | 颜色 选择 对 话 杠 
医 
| 

















listdlg 列表 选择 对 话 框 | uisetfont 字体 选择 对 话 框 
5 消息 对 话 杠 Tswass 等 待 条 显示 
pagedlg 页 位 置 对 话 框 warmndlg 警告 对 话 杠 











附录 16.4 菜单 


功能 摘 述 功能 描述 
ms 菜单 对 象 选中 状态 切换 
人 本 wimenu 生成 window 菜单 项 








附录 16.5 ”组 按钮 





函 数 名 功能 描述 函 数 名 功能 描述 
down 组 按钮 中 的 按钮 护 下 baseaee 查询 组 按钮 中 的 近 钮 状态 





bmsroup 组 按钮 生成 | bmup | 组 按钮 中 的 按钮 阐 起 
btnpress 组 按钮 中 的 按钮 按 下 管理 
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附录 16.6 自 定义 窗口 属性 


Smuprop 消除 用 户 自 定义 属性 Setuprop 设 千 用户 自 定义 属性 
uprop 获取 用 户 白 定义 属性 


附录 16.7 ”其 他 应 用 








功能 描述 

allchild 获取 所 有 子 对 象 popupstr 
ET 坐标 轴 文 本 对 象 编辑 | rmapfis 
findall 查找 所 有 对 象 | sp 
Setpr 获得 窗口 指针 | sesams 
Setstatus 获取 窗口 中 文本 串 状态 




















附录 17 声音 处 理 














Sound 将 向 量 转换 成 声音 wavread 读 .wav 文件 
auread 加 义 件 | wavwne | 瑟 wav 文 件 
auwrite 写 am 文件 | 





附录 18 字符 串 处 理 函 数 


附录 18.1 字符 串 处 理 


sings 囊 函 数 说 明 pper 
3 字符 中 判断 Tower 
deblank 尾 空格 isletter 
Str2mat 3 转换 成 文本 isspace 
scmp Stmep 
findstr Sok 标记 查找 




















功能 描述 
Sprintf 数值 的 格 日 
SSscanf 数值 的 格式 输入 























附录 18.3 ” 进 制 转换 


hex2num 十 六 进 制 到 IEEE 标准 下 浮 点 hex2dec 十 六 进 制 到 十 进 制 的 转换 


转换 
dec2hex 十 进 制 到 十 六 进 制 的 转换 








附录 19 ”文件 输入 输出 函数 


附录 19.1 基本 文件 输入 输出 


功能 描述 


Temor 

fewind 文件 指针 回 
进 fseek 设置 文件 指 | 

读 文本 文件 (无 行 结 feell 

读 文本 文件 ( 含 行 结 柬 : Sprint 

fprintf 写 格式 化 数据 到 文件 Sscanf 

fscanf_ 从 文件 读 格 式 化 数据 


























附录 19.2 ”特殊 文件 输入 输出 


函 数 名 功能 描述 函 数 名 功能 描述 
iminto 获得 图 形 文件 信息 wklread 读 一 Lous 123 WKI1 数据 表 
imread 图 像 的 文件 读 取 wklwrite 将 一 矩阵 写 入 Lotus 123 WKI1 数据 
表 文 件 
imwrite 图 像 的 文件 保存 xlsetrange xcel 表格 文件 的 数据 
业 wiiee 保存 一 段 QuickTime 电影 文件 xlscuangc 也 Excel 文件 











biand 王 bitor 
bicmp iset 
bitget 位 获取 Ritshif 位 移动 
bitmax 求 最 大 无 符号 浮 点 间 bitxor 位 异 或 
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附录 21.1 数 


cell 


char 


附录 21 


据 类 型 





double 


转换 成 双 精 度 型 


转换 成 无 符号 单字 节 整 数 





inline 


针 


结 


附录 21.2 


生成 INLINE 对 象 


构 操作 





mmReiq 





isfield 


如 果 字 段 局 


setfield 
Suct 








isstruct 





如 果 是 结构 则 返 | 


stmctDcell 结 








shiftdim 的 左 移 : 





ndims 


squeeze 维 数组 中 的 一 维 向 量 





ndgrid 


附录 21.4 单 


cell 


N 维 数 组 生成 








元 数组 操作 


单元 数组 生成 








如 果 是 单元 数组 则 返 | 





celidisn 


显示 单元 数组 内 容 


mmm5cell 


将 数值 数组 转换 为 单元 数组 





celplot 


单元 数组 内 容 的 图 形 显示 


structcell 将 结构 数组 转换 为 单元 数组 





ell2stuct 


附录 21.5 面 


单元 数组 转换 成 结构 数组 


向 对 象 函数 


生成 一 个 类 对 象 











methods 





如 果 是 某 


给 定 类 对 象 则 返回 真 


ETE 





如 果 是 一 个 对 象 则 返回 真 


| saperioro 





inferiorto 





建立 类 间 的 关 : 
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附录 22 “日 期 与 时 间 


weekday 星期 函数 
eomday 月 末日 判断 函数 
cputime 所 用 的 CPU 时 间 











datenum 5 局 动 秒表 计时 器 
datestr 转换 c 读 取 秒表 计时 器 
datevec 期 的 向 量 形 式 转换 使 用 时 间 函 数 
calendar 日 历 明 数 停 曙 数 




















附录 23 ”动态 数据 交换 


ddeadv 设 曾 DDE 连接 ddered. 接收 数据 





ddeexec 发 送 要 执行 的 串 ddeterm DDE 终 止 
ddcinit DDE 初始 化 ddcunadv 释放 DDE 连接 
ddepoke 发 送 数据 
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